A solucao de Kaplansky para o Problema de Lucas (*)

O Problema de Luca foi formulado em 1891 pelo matemdtico francés Edouard Lucas e, em 1943, o
matematico canadense Irving Kaplansky publica o artigo “Solution of the probléme des ménages” no Bulletin
of the American Mathematical Society, com uma solugdo para esse problema. Neste artigo, Kaplansky
formula os “Lemas de Kaplansky” utilizados na solugao.
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Enunciado do Problema de Lucas: |
“De quantas maneiras n casais, n > 1, podem sentar-se em cadeiras diferentes em torno de um circulo'
|

de modo que pessoas do mesmo sexo néo se sentem juntas e que nenhum homem fique ao lado de sua ,
respectiva mulher?” I

Para resolver o problema, Kaplansky utilizou também uma ferramenta ja conhecida pelos matematicos: o
Principio da Inclusao-Exclusao.

% Principio da Inclusdo-Exclusdo (**)

Seja £ um conjunto.
Sejam A4, A,, ..., A, subconjuntos de () e sejam

SO = #(Q)I

n
Si= ) #(4D,
i=1

52 = Z #(Al ﬂAj),

1<i<jsn

S3 = z #(Al n A] ﬂAk)

1<i<j<ksn

Entao:

a) O numero de elementos de Q que pertencem a exatamente p dos conjuntos A4, 4,, ..., A, é

n—p I
p+
ap =) 04" ) Sy
k=0

b) O numero de elementos () que pertencem a pelo menos p dos conjuntos A4, 4,, ..., A, €

n-p

b, = Z(—l)k (p " Ilz - 1>5p+k.

k=0

c) O numero de elementos do conjunto A; UA, U ...UA, é

51 - Sz + + (_1)n_15n .

(*) Material extraido do livro da Cole¢do do Professor de Matematica Analise Combinatdria e Probabilidade, de autoria de Augusto
César Morgado; Jodo Bosco Pitombeira de Carvalho; Paulo Cesar Pinto Carvalho e Pedro Fernandez.

(**) A demonstragdo desse importante resultado da Matematica pode ser encontrada na integra no Apéndice 1 do livro da Colegdo
do Professor de Matematica Analise Combinatdria e Probabilidade, de autoria de Augusto César Morgado; Jodo Bosco Pitombeira
de Carvalho; Paulo Cesar Pinto Carvalho e Pedro Fernandez.



A solugao de Kaplansky:

Numeramos os lugares de 1 a 2n. A exigéncia de pessoas de mesmo sexo ndo se sentarem juntas impd&e que
os homens se sentem em lugares pares e a mulheres nos impares ou vice-versa.

Escolhido qual o sexo que ocupard os lugares impares (2 modos), devemos colocar os homens nos lugares a
eles reservados (n! modos).

Resta agora colocar as n mulheres nos n lugares restantes, sendo restrita a coloca¢ao de alguma mulher ao
lado do seu respectivo marido.

Aresposta do problema de Lucas é 2 - (n!) - U, onde U,, é o nimero de modos de colocar as n mulheres nos
n lugares vazios, sendo vedada a colocacdo de alguma mulher ao lado do seu respectivo marido.
Calculemos U,,.

A figura a seguir ilustra o caso n = 5. Devemos colocar as cinco mulheres M;, M,, M5, M, e Mg nos lugares
agora numerados 1, 2,3,4 e 5 de modo que M; ndo pode ocupar os lugares 5 e 1, M, ndo pode ocupar os
lugares 1 e 2, M5 ndo pode ocupar os lugares 2 e 3, M, ndao pode ocupar os lugares 3 e 4 e M5 nao pode
ocupar os lugares 4 e 5.

Vamos definir, paral < i < n:

v’ o conjunto das permutacdes das mulheres por (;
v’ o0 conjunto das permutacdes das mulheres em que M; ocupa o i-ésimo lugar por A;;
v’ 0 conjunto das permutacées das mulheres em que M; ocupa o (i — 1)-ésimo lugar por A

!
P
Observagao: Pela simetria do problema, consideramos, quando i = 1, temos Ay = A,,.
Vamos arrumar os 2n conjuntos na seguinte ordem:

All'Ali ’21A2r ey ’nrAn .

Queremos calcular o valor de U,,, nimero de elementos de () que ndo pertencem a nenhum dos conjuntos
LALAY Ay, L A A,

Pelo Principio da Inclusdo-Exclusao,
2n 2n
Up=ay = Z(—l)kcg+k50+k = Z(—l)kSk.
k=0 k=0

Para calcular o valor de S, note que:



(i) Uma interse¢do de k dos conjuntos A7, A1, A5, A, ..., Ay, A, que contenha dois conjuntos consecutivos
(imaginando-os em circulo) é vazia. Por exemplo, A; N A; N ... é vazia pois M; n3o pode ocupar
simultaneamente os lugares 1 e n; A, N A} N ..., é vazia pois o n-ésimo lugar ndo pode ser ocupado
simultaneamente por M,, e M;.

(i) Uma intersecdo de k dos conjuntos A}, Ay, A%, A,,...,An, A, que ndo contenha dois conjuntos
consecutivos (imaginando-os em circulo) é uma permutacdo de n elementos com k elementos em
posigBes pré-fixadas e, portanto, possui (n — k)! elementos (k < n).

(iii) H4, pelo segundo Lema de Kaplansky,

2n (Zn - k)

g(2nk) = Tk K

Intersec¢des do tipo (ii).

Logo, Sy é uma soma com

2n (Zn — k)
2n—k k
parcelas iguais a (n — k)! e com as demais parcelas nulas.

Portanto,

2n <2n— k

Sn =Tk k >("_k)!

(Uma observagdo é que essa solugdo vale para k = 0, pois Sy = n!).

Assim,

k=0

e a resposta do problema de Lucas é

2-(m)-U,|(n>1).




