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.Problema para ajudar na escola: Numeros versateis

Problema
(A partir da 1° série do E. M. — Nivel de dificuldade: Dificil)

(VIIl ONEM, 2011 — Adaptado) Vejam que propriedade interessante o nimero 1037 tem:

1 0 3 7
+
7 3 0 1
8 3 3 8
Perceberam?

A soma de 1037 com 7301 é um palindromo (ou capicua), isto €, um nlimero que permanece o mesmo quando lemos os seus digitos de “frente para tras”
ou de “tras para frente”.
Por esse motivo, 1037 é dito um nimero versatil, de acordo com a seguinte definic&o:

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Um namero natural de quatro digitos é dito versatil se ndo for um multiplo de 10 e, ao ser somado com o nimero que se

obtém da inverséo da ordem de seus algarismos, obtém-se um palindromo de quatro digitos.
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i Lembrete: I
1 1
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' . Principio Fundamental da Contagem, ou Principio Multiplicativo, para duas decisdes : :
1 — . .. i C o~ 1
1 Se uma decisédo A pode ser tomada de m maneiras distintas e, tomada essa decisdo A, uma decisdo B puder ser I
1 — 1
! tomada de n maneiras distintas, entdo a quantidade de maneiras de se tomar sucessivamente as decisbes A e B é !
i igual a : :
1 1
1 (Se vocé ndo se lembra desse Principio, seria interessante dar uma passadinha nesta Sala de Estudo.) 1
1 1
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Solucao

Seja abed um nimero versaétil. (Antes de prosseguir, observe que aqui a notacdo abed néo indica um produto e sim a representacdo de um numero de quatro algarismos no sistema
decimal.)
Assim, segundo a definicdo dada no problema, P = abed + dcba € um palindromo com quatro algarismos.

Vamos observar os algarismos de milhar, centena, dezena e unidade da soma P = abcd + dcba utilizando o esqueminha da adig&o.

Mi Ce De Un
a b c d +
d c b a

e Como P tem quatro algarismos, a soma a + d que define o algarismo dos milhares de P ndo pode ser maior do que 9, ou seja, |[a +d < 9|.

Como P ¢é palindromo seu algarismo das unidades é também a + d.

@ Como o algarismo dos milhares é exatamente a + d, entdo, na definicdo do algarismo das centenas da soma abcd + dcba, a soma b + ¢ néo leva

uma unidade de milhar para a soma a + d. Dessa forma, |b + ¢ < 9| . Como P é palindromo, seu algarismo das dezenas é também b + c.

M Ce De Un
a b c d
d c b a

a+d b+c b+c a+d

+

Pronto, com as informagdes de que |a +d < 9| e | b+c< 9| ja podemos contar quantos nimeros versateis existem.

Vamos la!

(1) Para contar a quantidade de algarismos a e d, além da informacédo que a + d < 9, observe que o nimero abcd tem quatro digitos e ndo € um

multiplo de 10. Com isso, temos trés condigdes: |a +d < 9|, 11<ale | 1< d| :

e Paraa = 1, temos 8 possibilidades para d;
e para a = 2, temos 7 possibilidades para d;
e para a = 3, temos 6 possibilidades para d;
e para a = 4, temos 5 possibilidades para d;
e para a = 5, temos 4 possibilidades para d;
e para a = 6, temos 3 possibilidades para d;
e paraa = 7, temos 2 possibilidades para d;
e paraa = 8, temos 1 possibilidade para d;

e ndo podemos ter a = 9, pois, nesse caso, teriamos d = 0.

Assim,temos 8 + 7+ 6 + 5+ 4 + 3 + 2 + 1 = 36 possibilidades para escolha simultinea de a e d.

(2) Para contar a quantidade de algarismos b e ¢, além da informac&o de que |O < b,c < 9|, utilizaremos a informagéo |b + ¢ < 9|.

e para b = 0, temos 10 possibilidades para c;

parab = 1, temos 9 possibilidades para c;

[ 5]

para b = 2, temos 8 possibilidades para c;

[=]

para b = 3, temos 7 possibilidades para c;

[ 5]

[=]

para b = 4, temos 6 possibilidades para c;

[ 5]

para b = 5, temos 5 possibilidades para c;

[=]

para b = 6, temos 4 possibilidades para c;

para b = 7, temos 3 possibilidades para c;

[ 5]

e para b = 8, temos 2 possibilidades para c;

e parab = 9, temos 1 possibilidade para c.

Logo,temos 10 +9+8+7+6+5+4+ 3+ 2+ 1 = 55 possibilidades para escolha simultanea de b e c.

Finalmente, pelo Principio Fundamental da Contagem, existem |36 X 55 = 1 980 |numeros versateis de quatro digitos/algarismos.

Solugdo elaborada pelos Moderadores do Blog.
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