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Retangulo aureo

e divisao aurea

Geraldo Avila

1. O retangulo aureo

Chama-se retdngulo dureo qualquer retan-
gulo ABCD (Figura 1) com a seguinte proprieda-
de: se dele suprimirmos um quadrado, como ABFE,
o retangulo restante, CDEF, serd semelhante ao

retangulo original.
B a F b C
a
A E D

Figura 1

Se a + b e a sdo os comprimentos dos lados
do retangulo original, a definicdo acima se tra-
duz na relacdo

(D

a b
a

a+b_
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Como veremos logo adiante, esse tipo de retangulo tem muitas proprieda-
des interessantes que justificam o qualificativo “dureo”. Ele tem sido consi-
derado por arquitetos e artistas como o retingulo mais bem proporcionado e
de grande valor estético. A Figura 2 reproduz a foto de uma residéncia su-
burbana de Paris, projetada pelo famoso arquiteto Le Corbusier, na qual ele
utiliza o retangulo dureo. Ha ai dois retangulos dureos, um deles representado
pelo corpo inteiro da casa e o outro, disposto verticalmente, representado

pela parte da casa a esquerda da escada.
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Figura 2

O Partenon (Figura 3), ou tem-
plo da deusa Atena, uma das mais
admiradas obras da arquitetura
universal, revela, em seu frontispicio
(Figura 4) um quase exato retangu-
lo dureo. Todavia ndo ha evidencia
histérica de que, ao construir o tem-
plo no 5° século a.C., os arquitetos
de Péricles tenham conscientemente
usado o retangulo dureo. Figura 3

(I T O A

Figura 4
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Voltemos a relagdo (1). Dela decorre, por uma propriedade bem conheci-
da das proporgdes, que:

a _2_ a—>b
a+b a (a+b)—a’

ouseja,é_ a-b

a b

Isto significa que se o retangulo de lados a + b e a € dureo, entdo
também o € o retangulo de lados a e b.

Zb-a

a-b

Figura 5

Evidentemente o mesmo raciocinio se aplica para mostrar que também
sdo dureos os retangulos de lados b e a — b, a — b e 2b — a, etc. (Fig. 5). Em
outras palavras, dados os nimeros positivos a e b, satisfazendo a relacao (1),
formemos a seqii€ncia a + b, a, b, a,, a,, ..., onde

a,=a-b,a,=b-a,=2b~-a, e,emgerala =a, _,—a, .
Trata da seqiiéncia

a+b,a,b,a-b,2b—-a,2a - 3b,

5b —3a, 5Sa — 8b, 13b — 8a, ... (2)

Pois bem, o raciocinio anterior estabelece que quaisquer dois elementos
consecutivos desta seqiiéncia sdo os lados de um retdngulo dureo. Portanto,
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0 processo anterior de retirar quadrados de retdngulos dureos conduz a uma
seqiiéncia infinita de retangulos dureos, com dimensdes cada vez menores e
tendendo a zero.

E fécil provar que os lados de um retangulo dureo sdo grandezas inco-
mensurdveis. Se fossem comensuraveis, teriam um submdltiplo comum &, de
sorte que, com referencia a Figura 1,

AD=(a+b)oce AB=uac

onde a e b seriam entdo nimeros inteiros. Em conseqiiéncia, todos os nime-
ros da seqiiéncia (2) seriam inteiros e positivos. Isto € um absurdo, pois ndo
existe seqiiéncia infinita e decrescente de nimeros inteiros positivos. Conclu-
fmos, entdo, que os lados de um retangulo dureo sdo incomensuraveis.

2. A divisao aurea

O retangulo 4ureo estd intimamente ligado com a chamada divisdo du-
rea de um segmento, ou divisdo em média e extrema razdo, que introduzi-
remos a seguir.

Diz-se que um ponto C de um segmento AB (Figura 6) divide este seg-
mento em média e extrema razao se

AC CB
—=—0
AB  AC
A X & b "
Figura 6

A relacdo (3) é precisamente a relag@o (1), se pusermos AC=ae CB = b,
de sorte que os segmentos AC e CB da divisdo durea (ou AB=a+be AC=a)
sdo os lados de um retangulo dureo.

E interessante notar que se C, divide AB em média e extrema razdo, e
se marcarmos no segmento AB os pontos C,, C,, C,,... de tal maneira que
AC,=CB,AC,=C,C,AC,=C,, .., (Figura 7), entdo C divide AC _ em
média e extrema razdo n = 2, 3, 4,... Este resultado segue facilmente do

que ja provamos antes sobre a seqiiéncia infinita
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A Cag T4 Cs L'; B

Figura 7

de retngulos dureos, donde segue também que os segmentos AC, €
C,B da divisao durea de AB s@o incomensurdveis. Sugerimos que o lei-
tor faca uma demonstracdo completa destes resultados.

Como ja observamos ha pouco, as relacdes (1) e (3) sdo idénticas quando
pomos AC = a e CB = b. Delas segue-se que

=ab=ad*> 4)

O nimero m = b/a é conhecido como a razdo durea. Dividindo a equa-
¢éo anterior por a* obtemos:

m*+m=1. (5

O primeiro membro torna-se um quadrado perfeito quando lhe adiciona-
mos 1/4:

portanto, s = & =~ 0,618 (6)
2
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3. Construcoes geométricas

Vamos construir um retangulo dureo a partir de seu menor lado AE = a
(Figura 8). Para isso construimos EF = AE perpendicularmente a AE. Com centro
em G, ponto médio do segmento

B F C
fl =
™
] -
g Y
J b
F, L
r L
%
.flr 1‘.‘
! ] \
4 1
i L]
/ [
L
8/2 ;S ajd b i
A G E I
Figura 8

N
AE, tracamos o arco FD , onde D jaz na reta AE e E é interno ao
segmento AD. Como GF = GD = b + a/2, o teorema de Pitdgoras aplicado ao
triangulo retdngulo GEF nos da:

(5] ()

Simplificando, obtemos daqui a relag@o (4) que, como vimos, equivale a
relagdo (1). Logo ABCD ¢ um retangulo dureo.

Se o problema fosse dividir o segmento AE = EF em média e extrema
razdo, bastaria completar a constru¢do anterior marcando, no segmento AE,
o ponto H tal que AH = b (Figura 9).

L
=+ =
L

Figura 9

Observacoes finais

A divisdo durea é conhecida desde os pitagéricos de cinco séculos a.C.
Ao que tudo indica, essa divisdo foi descoberta no pentdgono regular, que
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exibe uma surpreendente profusdo de segmentos na razao durea. Talvez este
tenha sido o motivo que levou os pitagdricos a adotarem o pentagrama (pen-
tagono regular estrelado) como simbolo de sua seita (Figura 10).

Xt

Figura 10

Ny

Figura 11

Como exemplo de ocorréncia da divisdo durea num pentdgono regular
convexo mencionamos que a intersecdo de duas de suas diagonais divide
qualquer delas em média e extrema razdo. Assim, na Fig, 11,

AC CB
CB AB

Deixamos ao leitor a tarefa de demonstrar esse resultado.

E muito improvével que Pitigoras ou seus primeiros discipulos soubessem
que os segmentos da divisdo durea fossem incomensuraveis, embora haja
fundadas razdes para se acreditar que a descoberta dos incomensurdveis
tenha ocorrido com o pentagono regular no fim do 5° século a.C. Certamente,
Pitdgoras e seus discipulos sabiam como construir geometricamente a solu-
cdo (6) da equagdo (5). As construcdes correspondentes as Figuras 8 e 9
acima se encontram nos Elementos de Euclides, de cerca de 300 anos A.C.
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Na antiguidade, a divisdo de um segmento em média e extrema razao
tornou-se tdo familiar que era conhecida simplesmente como “se¢do”, em
qualquer qualificativo. O nome “divisao durea” lhe foi dado por Kepler (1571-
1630), que escreveu:

A Geometria possui dois grandes tesouros: um € o Teorema de Pitdgoras;
o outro, a divisdo de um segmento em média e extrema razdo. Podemos
comparar o primeiro a uma por¢do de ouro e o segundo a uma joia preciosa.
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As piramides do Egito

José Cloves Verde Saraiva

Dizemos que um ponto B divide um segmento
AC em média e extrema razdo quando.

AC 3 AB
AB  BC
L 1 i
I I 1
A B C
Seja A= £
AB
Temos:
AC  AB + BC BC 1
A= = =l+—=1+—
AB AB AB A

Resulta que A2 — A — 1 =0, isto é, que

1+\/§

2

A=

=1,68...

A razao A é denominada razdo durea.
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Seja R um retangulo de lados a e b (b < a) tal que o retdngulo de lados b
e a — b seja semelhante ao retangulo R.

J=i ||.'

Resulta que a — b < b e que a/b € igual a razdo durea. Um retdngulo R
com essa propriedade ¢ chamado retangulo dureo.

A divisdo de um segmento em média e extrema razdo ja aparece no Livro
VI de Euclides e retangulos dureos sdo encontrados com freqiiéncia nas escul-
turas e obras arquitetonicas da Grécia antiga. Por esse motivo a razao durea é
normalmente atribuida aos gregos. Ao que parece, ela ja estava presente nas
piramides do antigo Egito!

A relacdo A* = A + 1 mostra que um tridngulo de lados 1, \/X e A éum
triangulo retangulo com hipotenusa A e catetos 1 e \/X .

Definicao 1

Um tridngulo é um tridngulo dureo quando ele é semelhante ao tridangulo
retangulo com hipotenusa A e catetos 1 e \/X .

E facil demonstrar o seguinte:

Proposicao 1

Um tridngulo retdngulo com hipotenusa a e catetos b e ¢ (b > ¢ ) é dureo

b_ n=1272...
C

se, € somente se,

Definicao 2

118



Seja A uma pirdmide reta de altura 4 com base quadrada de lado a e seja
H a altura de suas faces. Dizemos que A é uma pirdmide durea quando o

triangulo de lados H, h e & for um tridngulo dureo.
2

O historiador grego Herddoto (cerca de 500 a.C.) relata que aprendeu
com os sacerdotes que as grandes pirdmides do Egito (construidas em torno
de 2500 a.C.) satisfazem a seguinte propriedade (P):

(P) : A area de cada face triangular € igual a area de um quadrado
cujo lado ¢ a altura da piramide.

Com a notagd@o da defini¢do 2, uma piramide reta de base quadrada satis-
faz a propriedade (P) se e somente se

H
ek
2
Proposicao 2

Uma pirdmide reta com base quadrada satisfaz a propriedade (P) se, e
somente se, ela for uma pirimide durea.

Demonstracao

Suponhamos em primeiro lugar que a piramide é durea, isto €, que o tridn-
gulo retAngulo com hipotenusa H e catetos e &, (supondo 4> 9 ) é dureo.
2 2

Temos:

n=2In, H =%
2 2

e portanto,
a a ? a ?
2 2 2

isto &, a piramide satisfaz a propriedade (P).

Reciprocamente, suponhamos que a pirdmide satisfaga a propriedade (P).
Das relagoes

2
szhhaT e aH =2k’
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obtemos

H2:h2+£:h2 44
4 4H?*
que implica ( H J“ [ H jz
— | =|—1 +1.
h h

Resulta que

Logo,

e, portanto, o tridngulo de lados H, h e 2 ¢ dureo (veja Proposicao 1).
2
As dimensdes (em metros) para as piramides de Quéops (base quadra-
da), Quéfren (base quadrada) e Miqguerinos (base retangular) sdo:

Quéfren Miquerinos

Altura da piramide 146,59 143,50 65,00
Dimensdes da base | 230,33 x230,33 | 215,20 x215,20 | 102,20 x 104,60

Para Quéops temos

2h  2x146,59
— = =1,272.
a 230,33

Resulta que Quéops €, de fato, uma pirdmide durea (Proposicdo 1). En-
tretanto, para Quéfren, temos
2h  2x146,50
a 215,20

1,333,
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de forma que Quéfren ndo € uma pirdmide durea, Miquerinos também nao é
(sua base ndo € sequer quadrada).

A histéria conta que Tales de Mileto (624-548 a.C.), com a sombra de
um bastdo, determinou a altura das piramides do Egito e, talvez, quem
sabe?, tenha verificado que a pirdmide de Quéops satisfaz (P)!

Como curiosidade, o leitor pode calcular, usando as dimensdes dadas, os
volumes das piramides e verificar que o volume de Quéops € maior do que a
soma dos volumes de Quéfren e de Miquerinos. O leitor também pode
verificar que, se as trés pirdmides tivessem bases quadradas e fossem dureas
(0 que “quase” acontece), entdo, os lados das bases, a, a, ¢ a,, e as
alturas, h,, h, e h,, satisfariam:

2 2 2 2 2 2
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intuicao falha

Joel Faria de Abreu

Por imposicdo do raciocinio 16gico, somos leva-
dos a demonstrar, na Matematica, até as proposi-
cdes “intuitivas”, tidas como 6bvias. Vejamos
como estamos sujeitos a erros inesperados, dei-
xando de usar o raciocinio l6gico e utilizando ape-
nas a intuicao.

Suponhamos que seja possivel colocar uma
corda circundando a Terra, ajustando-a ao equa-
dor. Em seguida, retiramos esta corda, aumenta-
mos um metro no seu comprimento e a
recolocamos em volta da Terra, formando uma
circunferéncia concéntrica com o equador. As-
sim, teremos um vao entre o equador e a corda,
ou melhor, uma diferenga x entre os raios das duas
circunferéncias. Entdo, perguntamos: usando-se
somente a intui¢do, qual é o valor aproximado de
x? Ou seja, qual € a largura aproximada deste
vao entre o equador e a corda?

Cremos que o leitor dird: ndo existe vao al-
gum... E desprezivel esta diferenca... Como a Ter-
ra é tdo grande e s6 se aumentou um metro na
corda, ¢ claro que o vao é muito pequeno e, por
conseguinte, desprezivel... Ledo engano! Este vao
¢ de aproximadamente 16 cm! E estranho, pois a
intui¢do nos leva a uma diferenga muito pequena,
mas recursos matematicos — estes sim, confidveis
—nos mostram o verdadeiro valor de x. Na reali-
dade, a intuicdo € um poderoso recurso da inteli-
géncia e tem sido responsavel por muitas desco-
bertas cientificas. Mas, as vezes, a intui¢io sozi-
nha pode induzir-nos ao erro e o fendmeno que
estamos considerando € um exemplo disto.
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Passemos ao célculo de x, sendo C o comprimento do equador e r 0 raio
da Terra, temos:

C=2nr
C+l=2n (r+x
C+1=2nr+2mnx

C+1=C+2nx

2nx=1

1
x=——=0.,16
27

Notamos que x € independente de r; independente, portanto, do compri-
mento da circunferéncia. Repetindo-se o mesmo processo da experiéncia
anterior, por maior que fosse o comprimento da circunferéncia, terfamos os
mesmos 16 cm.

Passemos, agora, ao segundo exemplo: consideremos um circulo com raio
igual ao raio da Terra. Suponhamos ser possivel cobrir toda a superficie deste
circulo por uma outra superficie, modeldvel, ajustada a ele. Retiramos, em
seguida, esta segunda superficie, aumentamos sua drea de um metro quadra-
do, e a remodelamos, até se transformar novamente num circulo, com area,
obviamente, um metro quadrado maior. Em seguida, justapomos as duas su-
perficies de modo a obter dois circulos concéntricos. Assim, haverd uma
diferenca x entre os raios dos dois circulos. Perguntamos novamente: usan-
do-se apenas a intui¢do, qual € um valor aproximado de x?

Cremos que o leitor, desta vez, alertado pelo problema anterior, teria
maior cautela para emitir um juizo, baseado apenas em sua intui¢ao. De
fato, poderiamos pensar, como conseqiiéncia do erro cometido anterior-
mente, que x tenha um valor constante. Mas, neste problema, tratando-se
de um circulo de enorme drea, a diferenga é desprezivel. Isto porque,
agora, pela férmula

A=T7r,

e por um cdlculo andlogo ao primeiro, concluimos que x depende de r. Lan-
cando mdo do calculo do limite, notamos também que x decresce na medida
em que r cresce. Na realidade, para o valor de r = 6.355.000 m (raio da
Terra), a diferenca dos respectivos raios representa uma fracdo de milime-
tro. Portanto, desprezivel...
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De Sao Paulo ao Rio

corda “IDEAL”

Geraldo Garcia Duarie JUnior

T'ome uma corda esticada, unindo um ponto A de
Sdo Paulo a m ponto B do Rio de Janeiro. Supo-
nha que a distincia entre estes pontos A e B seja
de exatamente 400 km. Tome outra corda com
um metro a mais que a anterior, ou seja, com
400.001 metros, e fixe também suas extremida-
des nos pontos A e B. Ela ficard bamba. Levante
esta corda pelo seu ponto médio formando um
triangulo, conforme a Figura 1

—

A B
50 ouARTEIRGES
126 AMDARES
Figura 1
sko mauLo MO DE JANEIRD
Pergunta-se:
i) A altura h deste tridngulo formado sera maior
ou menor que um metro?
ii) O que ocorreria com a altura, se o tridngulo
formado fosse como o da Figura 2?
_c
o[ —
A a i -]
beo=asl Figura 2

Por mais absurdo que possa parecer, caberia
dentro do tridngulo, no caso i), um prédio de for-
ma retangular com 126 andares de altura e 50
quarteirdes de comprimento!
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Ao fazermos as contas, vemos que a altura / serd aproximadamente 447
metros no caso i) e 0,99999 metros no caso ii), que sdo valores bem diferen-
tes do imaginado.

Vejamos as solucdes:
i) Pelo teorema de Pitdgoras temos:

T Tal 1 o
J _L_J =—(2a+1) . Logo, h = —+/2a+1.
2 4 2

a+1
2

hzz{

Sendo a = 400.000 m, temos #h = l 800.001 ~ 447 m.
2

—a

-y B

i 50 OCUARTEIRDES ’,’ﬂ
126 ANDARES
S

i OF JANEIRG

b+c=a+1 (1)
ii) Neste caso temos as relagdes
b +a’=c (2

De (1) temos ¢ = a — b + 1 que, aplicado com (2), da

bV*+a*=b>+ad®>+1+2a—- 2ab-2b,

ou seja, 2ab+2b=2a+ 1. Logo, p = Za+1 ,
2a+2
800.0001
Sendo a =400.000 m, temos b = —— = 0,999999 m.
800.0002

Fazendo os grificos de 7 e b como fungdes de a, temos
Para nossa surpresa, hl;-::l.lT
h— o quando a — o,

b—1 quando a — .

Perplexos com a solugdo, fi- e ,f"‘rﬂr

camos a imaginar por que falha
a nossa intuicao.
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Elon Lages Lima

A maneira mais rapida de responder a esta per-
gunta € dizer que © € a drea de um circulo de raio
1. (Por exemplo, se o raio do circulo mede 1 cm,
sua drea mede m cm?). Podemos também dizer
que 7 € o comprimento de uma circunferéncia de
diametro igual a 1.

Desde ha muito tempo (cerca de 4000 anos!)
notou-se que o nimero de vezes em que o didme-
tro estd contido na circunferéncia ¢ sempre o mes-
mo, seja qual for o tamanho dessa circunferén-
cia. Dito de outro modo, se o didmetro mede um
centimetro, um metro ou um covado, a circunfe-
réncia medird respectivamente © centimetros, 1
metros ou 1 cdvados. Ainda de outra maneira: se
uma circunferéncia tem comprimento C e didme-
tro D, enquanto outra tem comprimento C’ did-
metro D’, entdo C/D = C’/D’. Este valor cons-
tante da razdo C/D é um nimero aproximada-
mente igual a 3,141592, o qual se apresenta pela
letra grega m.

Os babil6onios ja tinham observado que o valor
de 7 se situa entre

1 1
3—e3—,
8 7
ou seja, 2—5<n<£
7

Em fracdes decimais, isto dd 3,125 <t < 3,142.

O conhecimento que as pessoas t€m sobre o
valor de ® nem sempre melhorou com o tempo.
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Por exemplo, o Velho Testamento, que foi escrito cerca de 500 anos a.C. (em-
bora baseado em tradicdes judaicas bem mais antigas) contém um trecho
segundo o qual © = 3. (Primeiro Livro dos Reis, VII: 23). E natural que os
redatores do Velho Testamento, mais preocupados com assuntos divinos do
que detalhes terrenos, nao estivessem a par do que com seus vizinhos babilonios
ja sabiam ha mais de um milénio. Mas, em 1931, um cidaddo americano de
Cleveland, Ohio, publicou um livro segundo o qual o valor exato de & seria 256/81,
ou seja 3,16. O livro em si, apesar de todas as heresias que contém, ndo causa
admirag@o pois o niimero 1 sempre provocou irresistivel atracao aos amadores,
pelos séculos afora. O curioso € que o valor 256/81 é o mesmo que foi obtido
pelo escriba egipcio Ahmes, autor do famoso Papiro de Rhind, escrito 2 mil
anos antes de Cristo. Desde Arquimedes, que obteve o valor
7 = 3,1416, matemadticos se t€m ocupado em calcular © com precisao cada vez
maior. O inglés Willian Shanks calculou T com 707 algarismos decimais exatos
em 1873. Em 1947 descobriu-se que o célculo de Shanks errava no 527° alga-
rismo (e portanto nos seguintes). Com auxilio de uma maquininha manual, o
valor de m foi entdo calculado com 808 algarismos decimais exatos. Depois
vieram os computadores. Com seu auxilio, em 1967, na Franca, calculou-se 1t
com 500.000 algarismos decimais exatos e, em 1984, nos Estados Unidos, com
mais de dez milhdes (precisamente 10.013.395) de algarismos exatos!

Esses célculos de m com um nimero cada vez maior de algarismos deci-
mais sugerem duas perguntas. A mais inocente seria: quantos algarismos
serdo necessdrios para se ter o valor de n? Ora, sabe-se que © é um niimero
irracional. Isto significa que nenhuma fra¢do ordindria (e, conseqiientemente,
nenhuma fra¢do decimal finita ou periédica) pode exprimir exatamente o seu
valor. Portanto, ndo importa quantos algarismos decimais tomemos, jamais
obteremos o valor exato de m nem chegaremos a uma periodicidade (embora
o erro cometido ao se substituir © por uma tal fracdo seja cada vez menor).

Outra pergunta que se pode fazer é: por que entdo tanto esforco para
calcular  com centenas ou milhares de algarismos decimais? (O computa-
dor francés levou 28 horas e 10 minutos. Deus sabe quantos meses ou anos
levou William Shanks). Uma resposta € que esses célculos existem pelo mes-
mo motivo que existe o Livio dos Récordes de Guinness. Uma razdo mais
prética poderia ser a seguinte: um computador, como toda maquina, precisa
ser testado contra possiveis defeitos, antes de comecar a funcionar. Uma
maneira de fazer isso ¢ manda-lo calcular alguns milhares de digitos de w e
fazé-lo comparar o resultado obtido com o que ja se conhecia.

Mas, voltando as origens de m: desde quando tal nimero € representado
por essa letra grega, equivalente ao nosso “n”? Nos tempos antigos, nio
havia uma notacdo padronizada para representar a razdo entre a circunfe-
réncia e o didmetro. Euler, a principio, usava © ou ¢ mas, a partir de 1737,
passou a adotar sistematicamente o simbolo . Desde entdo, todo o mundo o
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seguiu. A verdade € que, alguns anos antes, o matemadtico inglés Willian Jones
propusera a mesma notacio, sem muito éxito. Questao de prestigio.

O niimero 7t surge inesperadamente em vdrias situacdes. Por exemplo, Leibniz
notouque 1-1/3+1/5-1/7+...=n/4 e Euler provou que a soma dos inversos
dos quadrados de todos os nimeros naturais € igual a ©%/6. A area da regido
compreendida entre o eixo das abcissas e o grifico da fungdo y = e é igual
a 4/ 7. Inimeros outros exemplos poderiam ser mencionados, como a seguin-
te: a probabilidade para que dois nimeros naturais, escolhidos ao acaso, se-
jam primos entre si é de 6/7°.

Desde que ficou clara a idéia de nimero irracional, comecou-se a suspei-
tar que 7 era um deles. Euler acreditava na irracionalidade de ©t, mas quem a
provou foi seu contemporaneo Lambert, em 1761. Pouco depois, Euler conje-
turou que 7 seria transcendente, isto €, ndo poderia ser raiz de uma equagdo
algébrica com coeficientes inteiros (por exemplo, € impossivel encontrar intei-
10s a, b, ¢ tais que an® + bn+ ¢ = 0). Este fato foi demonstrado em 1882 por
Lindemann, 99 anos depois da morte de Euler.

Da transcendéncia de m resulta que o antigo problema grego da
quadratura do circulo nao t€ém solucao.

Esse problema requeria que se construisse, com auxilio de régua e
compasso, um quadrado cuja drea fosse igual a de um circulo dado.

Tomando o raio do circulo como unidade de comprimento, isto equivale a
pedir que se construa, com auxilio de régua e compasso, um segmento de
comprimento igual a ./ (lado do quadrado de area ).

Vamos dizer “construir o niimero x” para significar “construir, com régua
e compasso, a partir de um segmento dado, tomado como unidade, outro
segmento de comprimento igual a x”.

O problema da quadratura do circulo pede que se construa o nimero~ 7. Isto
sugere a questdo mais geral: quais os nimeros reais que se podem construir?

Ora, as construgdes geométricas feitas com régua e compasso consistem
em repetir, um nimero finito de vezes, as seguintes operacdes bdsicas: 1)
tracar a reta que une dois pontos dados; 2) tracar a circunferéncia com
centro e raio de dados. Um ponto nessas construgdes sé pode ser obtido
como intersecdo de duas retas, de duas circunferéncias ou de uma reta com
uma circunferéncia.

Considerando-se no plano um sistema de coordenadas cartesianas, uma
reta € representada por uma equagdo do 1° grau y = ax + b e uma circunfe-
réncia por uma equagdo do 2° grau (x — a)* + (y — b)*> = r>. Assim, um
nimero que se pode construir € sempre obtido como solu¢io de um sistema
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de 2 equagdes a 2 incognitas cujos graus sdo < 2. Prova-se, a partir dai, que
se o numero real x pode ser construido entdo x € o resultado de um nimero
finito de operacdes de adi¢do, subtracao, multiplicagdo, divisdo e extracao de
raiz quadrada, efetuadas a partir de nimeros inteiros.

Em particular, todo nlimero x que pode ser construido (com régua e com-
passo) € algébrico, isto é, pode ser expresso como raiz de uma equagdo algé-
brica com coeficientes inteiros. Como 7 € transcendente, \/; também ¢é.
Segue-se que a quadratura do circulo nio pode ser feita com régua e com-
passo apenas. Isto encerra a questdo.

Infelizmente, nem todas as pessoas que gostam de Geometria, e que se
interessam por construgdes com régua e compasso, sabem disso. E, pensan-
do que o problema da quadratura do circulo ainda estd em aberto, imaginam
solucdes engenhosas, que submetem a revistas e a instituicdes onde se faz
Matematica. Tais solugdes sdo basicamente de 3 tipos: 1°) as que contém
erros devidos a raciocinios defeituosos; 2°) as que apresentam apenas uma
solucdo aproximada para o problema; 3°) as que nao se restringem ao uso de
régua e compasso. (Por exemplo, empregando certas curvas cuja constru¢ao
nao pode ser efetuada apenas com esses dois instrumentos.)

Desde 1775 a Academia Real Francesa decidiu ndo mais aceitar para
andlise indmeras propostas de quadratura para elas enviadas. Mas, em todas
as partes do mundo, parece ndo desaparecerem nunca os quadradores.

Quando eu era estudante, na Universidade de Chicago, havia no Departa-
mento de Matemadtica uma carta mimeografada que dizia mais ou menos o
seguinte: “Prezado Senhor: Recebemos seu trabalho sobre a quadratura do
circulo. Infelizmente estamos muito atarefados para examina-lo. Caso o Sr. nos
envie a quantia de 10 ddlares, poderemos encarregar um dos nossos estudantes
de pés-graduacio de analisar seu trabalho e localizar os erros eventualmente
nele contidos. Atenciosamente ...” Por causa desta carta padrdo, vdrios cole-
gas meus daquela época abocanharam alguns délares sem fazer muita forga.

129



O problema do
retangulo inscrito

Roberto Ribeiro Paterlini

(0 problema do retdngulo inscrito aparece no en-
sino médio sob varias versoes:

™~

Problema do retdngulo inscrito: Dado um tri-
angulo retangulo, dentre os retdngulos inscritos con-
forme a figura, encontre o que tem drea maxima.

Eis 0 mesmo problema com um enunciado mais
amigdvel:
Problema da casa: (Vestibular da FUVEST)

L

M —

Num terreno, na forma de um tridngulo retan-
gulo com catetos de medidas 20 e 30 metros, de-
seja-se construir uma casa retangular de dimen-
soes x e y, como na figura.
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a) Exprima y em funcdo de x.

b) Para que valores de x e de y a drea ocupada pela casa serd maxima?

A idéia usual para a resolucio deste problema é observar a semelhanca
entre os tridngulos da figura e obter, por exemplo, a relag@o

y 30-x

20 30

b

donde y = 20(30 — x)/30 = (2/3)(30 — x). Usando essa relacio para substituir y
em A(x) = xy, temos A(x) = (2/3)x(30 — x), funcdo que nos dé a drea do retan-
gulo. A fun¢@o quadritica A tem ponto de méximo, e nosso problema estard
resolvido quando encontrarmos a abcissa desse ponto, o vértice da pardbola que
é o gréfico da funcdo. As raizes de A sdo 0 e 30, cuja média aritmética é 15.
Portanto, x = 15 € a abcissa do vértice, e o valor correspondente para y é 10.
Vemos que a altura e a base do retdngulo inscrito de drea mdxima sao a metade,
respectivamente, da altura e da base do tridngulo.

Em um tridngulo retangulo qualquer com base b e altura & o resultado € o
mesmo: o retangulo inscrito de maior area (entre os retdngulos posicionados
como na figura) € o que tem base b/2 e altura /2. Na figura

h_
%z hx’A(x)zgx(h—x)

h b
ponto de maximode A4:x = 5 ,valorde y: 5

Usando dobradura

No ano de 2000 estava lecionando uma disciplina de problemas para alu-
nos do Curso Noturno de Licenciatura em Matematica da UFSCar, e certo

131



dia sugeri aos estudantes resolverem esse problema. Minha expectativa era
que utilizassem o método descrito acima, e de fato muitos assim o fizeram.
Mas tive a agraddvel surpresa de ver que a estudante Tatiana Gaion Malosso,
juntamente com os colegas de seu grupo de trabalho, resolveu facilmente o
problema usando dobraduras. Quando incentivamos a criatividade, podemos
ver as solucdes mais interessantes e aprendemos a pensar com liberdade.

Vamos descrever a solucdo por dobradura apresentada pela estudante.
Tomamos uma folha de papel e a cortamos no formato de um tridngulo retan-
gulo ABC.

Dobramos o papel de modo a fazer coincidir o ponto A com o ponto B, e
em seguida dobramos de modo a fazer coincidir o ponto C com o ponto B,
como nas figuras abaixo.

K‘a\k r/‘ \ /]
. .

Desdobrando e voltando ao tridngulo original, vemos que marcamos duas
linhas que se encontram no ponto médio de AC.

i
|
B FC

De fato, por construgdo, D € o ponto médio de ABe DE ¢ paralelo a BC,
logo, E € o ponto médio de AC. Da mesma forma, F' € o ponto médio de BC

z

e FE’ é paralelo a AB, logo, E’ € o ponto médio de AC, e E=FE’

As duas linhas que marcamos no tridangulo determinam um retangulo, cuja
altura € a metade da altura do tridngulo, e cuja base é a metade da base do
triangulo. Observamos que o tridngulo original ficou subdividido em trés figu-
ras, dois tridngulos menores e o retdngulo, e a dobradura deixa claro que a
soma das areas dos dois tridngulos menores € igual a do retangulo. Portanto,
a area do retangulo ¢ a metade da drea do tridngulo original.
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Vamos verificar, usando dobradura, que esse retangulo é o de maior drea
que se pode obter. Tomamos um outro retdngulo inscrito, BD’E’F’.

Dobramos o papel na linha D’E’ (veja as figuras) e tracejamos o segmen-
to AB indicado na terceira figura. Em seguida dobramos na linha E’F”’ pas-
sando pelo ponto A marcado.

O tridngulo original fica subdividido em quatro regides, 1,2, 3 e 4, de
modo que somando as areas de 1 e 3 obtemos a drea de 2 (confira na
figura). Mas, como temos a drea de 4, vemos que a area de 2 € menor do
que a metade da drea do tridngulo. Portanto, o retangulo BD’E’F’ ndo
tem area maxima

Outros desenvolvimentos

Em qualquer triangulo existe um retangulo inscrito. De fato, um tridngulo
tem pelo menos dois dngulos agudos. Na figura a seguir supomos ZA e ZB
angulos agudos e construimos o segmento DE paralelo a AB. Em virtude de
serem ZA e ZB agudos, os segmentos perpendiculares a AB por D e E
intersectam AB, e obtemos um retangulo inscrito no triangulo.

O leitor pode observar que em um tridngulo podem existir retangulos ins-
critos em até trés posicoes diferentes, com um lado do retangulo sobre um
lado diferente do triangulo.
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Qualquer que seja a posi¢do, a maior drea do retdngulo inscrito que se
pode obter € a metade da area do tridngulo.

y h-x b
== , A(x) =—x(h-x);
P (x) h( )

ponto de maximo de A: x = h/2; valor correspondente de y: b/2.

Podemos novamente usar dobradura para encontrar o retangulo inscri-
to de drea mdxima. Seja ABC um tridngulo qualquer, e suponhamos que
ZA e ZB sdo agudos. Cortamos um papel na forma do tridngulo dado.
Usando dobradura, marcamos a altura do tridngulo relativa ao lado AB.
Dobramos o tridngulo de modo a fazer coincidir o ponto C com o pé desta

altura no lado AB. Continuamos procedendo de modo andlogo ao caso do
tridngulo retangulo.
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Rizio Sant’Ana

Teorema

S6 existem cinco tridngulos que tenham pe-
rimetro numericamente igual a drea, quando
fixamos a unidade e exigimos que os lados do
triangulo tenham medidas inteiras.

Demonstracao

Sejam a, b, ¢ as medidas dos lados de um
tridngulo na unidade fixada, p o perimetro e s o
semiperimetro. Entdo, impondo que a 4rea e o pe-
rimetro sejam medidos pelo mesmo nimero (pe-
rimetro na unidade e drea na unidade ao quadra-
do), teremos:

25 = 4Js(s — a)(s — b)(s — )
ou seja 4s? = s(s — a)(s — b)(s — ¢)

Seja x=s5—-a, y=s—-b, z=5—c € como
s—a+s—b+s—c=3s—(a+b+c)=3s-2s=s
temos que s = x + y + z ¢ podemos escrever

dx+y+2)=xyz (D

Comos=x+y+z e a=s—x, temos que
a=y+z também b=x+z e c=x+Yy

Demonstremos que o perimetro tem que ser
par. Ora,
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p= \/S(S —a)s—b)(s—c)

R

ou seja

J@+b+e)b+c—a)a+c—bYa+b-c)
4

Para P ser impar
* ou um dos lados € impar e os outros dois lados sdo pares;
* ou q, b e c sdo, os trés, impares;

em qualquer dos dois casos, a raiz quadrada do numerador é impar e p ndo
pode ser inteiro.

Entdo o perimetro € sempre par, e s ¢ inteiro, o que acarreta serem x, Y,
e z também inteiros.

1. O tridngulo ndo pode ser eqiiildtero. Nesse caso x = y = z e, por (I),
4(3x) = x* ou x* = 12, 0 que ndo produz nimero inteiro para x.

2. O triangulo ndo pode ser isdsceles. Nesse caso z =y, por exemplo, e (I)
se transforma em 4(x + 2y) = xy*> ou xy* — 8y —4x =0, donde y, para
ser inteiro, vai depender de que 4 + x? seja um quadrado perfeito, o que ndo
acontece para nenhum x > 0, inteiro.

3. Entdo x, y e z sdo inteiros e diferentes e o tridngulo serd escaleno. Faga-

mos sempre z >y > x = 1; x ndo pode valer zero, porque sendo a = s €
ndo existe tridngulo. Entdo o menor x € 1, se possivel.

Isolando z:
4(x +
JCE)) an
xy—4
(y=5 z=24
41+
Parax=1,22g; paraly=6, z=14
y—4
y=8 z=9

Outros valores de y ou ndo produzem z inteiros, ou produzem z < y.
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42+ ) y=3, z=10

Para x=2, z = 2y 4 ; para

y=4, z=6
Outros valores de y ou ndo produzem z inteiros, ou produzem z < y.
Qualquer outro valor de x: terd y < x para z ser inteiro.

Lembrandoque a =y +z b=x+2z ¢ =x+) podemos escrever:

2 b ° perimetro
= area

29 25 6 60

20 15 7 42

17 10 9 36

13 12 5 30

10 8 6 24

Estes lados definem os unicos cinco tridngulos que satisfazem as condi-
¢oes exigidas.

Com efeito, um tridngulo que tenha lados medindo 10, 8 e 6 unidades ter4,
como acabamos de ver, perimetro numericamente igual a drea nessa unida-
de. Construa, entdo, um tridngulo com 10, 8 e 6 cm de lados e torne a medir
seus lados em milimetros: ele terd, agora, um perimetro de 240 mm e area de
2400 mm?>. O fendmeno da igualdade desapareceu!

De fato, na equacdo de partida

2s = \/s(s —a)(s—b)s—rc)

pensados como medidas, o 1° membro d4 o niimero de unidades e o 2°dd o
nimero de unidades ao quadrado. H4 uma diferenga na dimensao.

Nao s6 essa propriedade de coincidéncia numérica da drea e perimetro
ndo resiste 2 mudanga de unidades como também ela ndo é privilégio de
certos tridngulos. De fato, dado um tridngulo qualquer, existe sempre uma
unidade de comprimento em que o perimetro seja 0 mesmo que a drea: basta
tomar o perimetro p’ numa unidade u’ qualquer e a drea A’ na unidade (u’)?
tomar a nova unidade u = (A’/p’)u’. O leitor pode verificar que, na unida-
de u, o perimetro e a drea do tridngulo dado se medem pelo mesmo nimero.

Acontece entretanto que, nem sempre, as medidas dos lados, nessa unida-
de u, serdo nimeros inteiros. O teorema do artigo prova que essas medidas s6
serdo, as trés, dadas por nimeros inteiros se o tridngulo de partida for semelhante
a um daqueles 5 tridngulos encontrados. Nesse contexto, eles sdo especiais.
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Maério Dalcin

Quando pequeno, li sobre Heron de Alexandria em
uma enciclopédia biografica que havia em casa. Fi-
quei sabendo que ele viveu no século II d.C. na cida-
de de Alexandria, obviamente, que foi engenheiro e
matemadtico. Nao me lembro que outras coisas mais
havia sobre Heron, mas ficou gravada em minha
memoria a férmula que 14 estava para calcular a area
de um triangulo:

A=p(p-a)p-b)p-c),

sendo p a metade do perimetro do triangulo.

O que me encantou nessa féormula? Nio sei.
Talvez por ter uma raiz quadrada, que naqueles dias
escolares lhe dava um ar de Matemética superior;
ou pelo fato de s6 usar os lados do tridngulo, e ndo a
altura, como na formulinha usada na escola.

Anos mais tarde, ap0ds ter encontrado vdrias vezes
a formula e até depois de ter visto sua demonstragao
como mero corolario de um célculo de medianas, con-
tinuava intrigado: como Heron a havia demonstrado?

Ap6s ler a resenha publicada em Livros da RPM
31, comprei o livro Introdugdo a Historia da Mate-
madtica, de Howard Eves, e qual ndo foi minha sur-
presa ao encontrar na pagina 205 a menc¢do de que, a
demonstracao feita por Heron (que estd em seu
livro A métrica) estava esquematizada no exercicio
6.11 d). Com algumas pequenas modifica¢des, aqui
vai ela:
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YK
1. b .
Alea AABC = jreaAABI + 4rea AIBC + 4rea AAIC = E(AB + BC + CA) =71p .

2. Como AADI = AAIF, ADBI = AIBE e, AFIC = AIEC, temos AD = AF,
DB =BE e CE =CF.

3. Seja J o ponto da semi-reta AB tal que BJ = CE.

AD+AF+BD+BE+CE+CF AB + BC + CA4
= = :p.
2 2 2 2

Entdo p—c=AJ-AB=BJ, p—-b=AJ-AC=DB e p—a=AJ—-BC=AD.

4.

i) Seja K o ponto construido como indicado na figura. O quadrilatero AKBI é
inscritivel numa circunferéncia de diametro AK; logo ZAIB + ZAKB =180°
e, como o + B + Yy = 180° temos LAIB + ZCIE = 180°, de onde
ZAKB = ZCIE =y.

AJ

AB CE BJ
Entdo temos ACBI = AAKB, o que implica — = — = —,

BK r r
ii) No tridngulo retangulo AALI temos r* = DL - AD e de ADLI~ ABLK (verifique)

BK r
temos —— = —— .
LB B
iii) De 1) e i1) temos —— = —— o que implica AB + BJ - LB + DL ou
BJ DL BJ DL

AJ] AJ DB AD
B] AJ DL 4D’
que juntamente com > = DL -AD levaa AJ*-r* =BJ-AJ- BD - AD.

Usando-se as igualdades apresentadas em 3, obtemos

prr=(p-opp-bp-a,

que, pela igualdade exibida em 1, demonstra a féormula.
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Octogono Perverso

VOCE ACHA QUE O
OCTOGONO
CONSTRUIDO ABAIXO E
REGULAR? SIM? POIS E...
E POR ISSO QUE
E PERVERSO!

Cldudio Arconcher

Octogono: perverso ou genial?

Comentdrios enviados por leitores

1. Um leitor ndo achou o octégono tao perverso

assim e notou nele peculiaridades curiosas:

* hd simetria em relacio as diagonais que con-
tém o centro do quadrado;

* 0s 8 lados sdo iguais e também sdo iguais os
angulos opostos;

* os tridngulos retangulos cujas hipotenusas
ligam um vértice do quadrado ao ponto médio
de um lado e ndo t€m lados em comum com o
quadrado sdo semelhantes ao triangulo de la-
dos 3, 4 e 5.

. Outro leitor e colaborador da revista preferiu

chamar o tal octégono de genial e ndo de per-
B verso, pois € possivel calcular
varias medidas de angulos e
segmentos que se formam, mos-
trando que o octégono ndo € re-
gular de dois modos: verifican-
do que seus angulos internos nao
sdo todos congruentes entre si ou
constatando que hd duas
diagonais que passam pelo cen-
tro do quadrado e que ndo sdo
congruentes, uma delas € a me-
tade do lado do quadrado de par-
tida e a outra € a terga parte da
diagonal desse quadrado. Suge-
re, entao, um outro problema ao
leitor: obter por meio de dobras
um octégono regular a partir de
uma folha quadrada de papel.
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Nilza Eigenheer Bertoni

Desvendando a Geometria
da 72 Série: Angulos e Arcos de Circulos

Virios livros de Matemadtica para a 7* série que te-
mos examinado afirmam, incondicionalmente, que a me-
dida de um arco de circunferéncia € igual a medida do
angulo central correspondente. Apresentam exemplos e
exercicios resolvidos onde se diz que o arco subtendido
por um angulo central de x graus mede x graus.

De modo como sdo colocadas, as definicdes (as ve-
zes chamadas de axiomas) sdo destituidas de clareza, e
até de bom senso. Transcrevemos, com comentarios,
algumas dessas afirmacoes.

Frase 1

“A medida de um arco menor de circunferéncia é,
por defini¢do, amedida do dngulo central compreendido
entre seus lados e vice-versa.”

Poderfamos entdo concluir que dado um angulo cen-
tral de 45°, o arco correspondente mede também 45°, ja
do ““vice-versa” concluiriamos que, se um arco mede 3
cm, o angulo central associado também mediria 3 cm (!).

Alids, exatamente a essa interpretacdo nos conduz
um outro autor:

Frase 2

“A medida de um angulo central € igual a medida do
arco de circunferéncia compreendido entre seus lados.”
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Ora, como a tnica medida de arcos conhecida até entdo era a medida dos
seus comprimentos (feita a partir do estabelecimento de uma relagdo entre o
arco e a circunferéncia total, de comprimento 2nR), a defini¢do acima nos
leva a pensar em atribuir a dngulos centrais a medida dos arcos compreendi-
dos e teriamos, por exemplo, angulos com nR, unidades de comprimento.

O primeiro autor sugeria ainda, no texto, que os alunos poderiam ter
concluido a definicdo dada, com auxilio de transferidor.

Mas os alunos devem entender o transferidor como um instrumento que lhes
permite ver quantos angulos de 1 grau cabem no angulo a ser medido; em
nenhum momento foram ensinados a medir arcos com auxilio do transferidor.

Um terceiro autor afirma que:

@\Fgum | r

Gngulo contral de wm gran (19 areo de um gray duls arcos de 1° em
unidade de fingulo unidade de areo circunferéncia concéntrica

Logo de inicio as figuras nos causam estranheza: 14 estdo 2 arcos nitida-
mente diferentes, ambos unitdrios. A unidade € ambigua?

Poderiamos neste caso solicitar arame de um vendedor para fazer um
arco de 1°, e ele tanto nos poderia dar 1 mm de arame como milhares de
quilémetros, e estaria certo, em qualquer caso.

Por outro lado, as defini¢cdes levam também ao seguinte: arcos de compri-
mentos iguais poderdo ter medidas, em graus, distintas.

Frase 3

“A medida de um angulo central € igual a medida do arco correspondente,
na unidade graus.”

Como aparentemente estd definido a primeira (medida de dngulo) supon-
do conhecida a segunda (medida do arco), e nao ha informacdo prévia de
como este poderia ser medido em graus, a frase d4 imagem a dividas.

Finalmente num quarto autor encontramos a frase seguinte, juntamente
com as ilustracdes e legendas da Figura 1.
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Frase 4:

“A unidade de arco (ou arco unitario) € o arco determinado na circunfe-
réncia por um angulo central unitdrio (unidade de dngulo).”

Na Figura 2 o arco AB mede um quarto do comprimento total da circunfe-
réncia, isto é

Figura 2

Na Figura 3 o arco CD mede um oitavo do comprimento total da circunfe-
réncias,isto €,

D

2R 2mwx2 &
= =—=1.57 ¢cm. C
8 8 2 2em

Figura 3

Embora tenham comprimentos iguais, as definicdes apresentadas nos per-
mitem dizer que a medida do primeiro, em graus, é 90°, e a do s/e\:gundo, 45°.
Outro exemplo insdlito € o da Figura 4, onde, dado o adngulo P inscrito na
circunferéncia maior, pode-se concluir,
segundo os autores, que m(CD) = 40
e m(AB) = 80°.

As defini¢des como vimos, contur-
bam bastante a clareza das idéias es-
senciais em Matemadtica, que sempre
desejamos passar aos nossos alunos.

Para comecar a desanuviar a con-
Figura 4 fusdo criada, lembramos que as fra-
ses estariam mais corretas se os au-
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tores houvessem frisado que iam introduzir a medida angular de um arco.
Pelo menos a Frase 1 ficaria correta se comecasse por: “A medida angular
de um arco...”, suprimindo ao final a palavra vice-versa.

Poderiamos entdo ter, em circunferéncias concéntricas, arcos dife-
rentes com a mesma medida angular e deverfamos chamar a aten-
¢do dos alunos para isto. Infelizmente os livros sdo obscuros
e ndo esclarecem a diferenca entre medida angular de
um arco e seu comprimento. Consideramos es-
sencial tornar claros esses pontos, quando
os alunos estdo iniciando o aprendiza-
do dessa teoria.

Figura 5

Na verdade, a propriedade mais natural a ser medida num arco é o seu
comprimento. Se propusermos aos alunos que determinem a medida de um
arco semicircular, a ser feito sobre uma porta de 90 cm de largura, esperamos
que (usando de bom senso e realidade) eles nos respondam algo como 1,41 m,
e ndo 180 graus. Analogamente, ao ler a questao “Qual é a medida do arco que
éigual a quinta parte da circunferéncia?”’, um aluno de bom senso responderia

21R
5

Nio obstante, segundo os autores, a resposta correta seria 72°.

Figura 6

90 cm

No caso de introduzir-se medida angular de um arco de circunferéncia, é
necessdrio frisar que nio se estd absolutamente medindo o comprimento do
arco, mas outra propriedade associada a ele, a saber, a abertura do angulo
central correspondente.

Visto que o conceito de medida angular de um arco requer cuidados ao ser
dado, para que sejam transmitidas as verdadeiras idéias matematicas envolvidas,
ocorre-nos que devemos refletir sobre a necessidade ou urgéncia de darmos
este conceito nesta fase de curriculo.

Seria tal conceito imprescindivel para o prosseguimento da teoria? Um dos
primeiros usos que os autores fazem da defini¢o é ao enunciarem a propriedade
do angulo inscrito numa circunferéncia.
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Frase 1°

A medida de angulo inscrito numa circunferéncia € igual & metade da medida
do arco interceptado pelos seus lados.

Frase 2’

A medida de um angulo inscrito € igual a metade da medida do arco
correspondente.

Frase 4°

A medida de um angulo ins-
crito € a metade da medida do
arco correspondente.

Ou, segundo os autores, a si-
tuacdo pode ser ilustrada pela
Figura 7, de dificil entendimento
pelos alunos.

Figura 7

Na verdade, o uso da medida de arco feita pelos autores leva a uma
ficticia simplificacdo da linguagem, que ao final camufla os fatos matema-
ticos envolvidos. O que os autores teriam a dizer, de modo claro, seria o
seguinte: “A medida de um angulo inscrito € igual a metade
da medida do angulo central correspondente”, o que dis-
pensaria totalmente o conceito de medida angular de arco.

(E curioso notar que o autor 2 do problema enuncia desse
modo, mas em seguida acha necessdrio reenunciar em ter-
mos da medida de arco).

Costumamos explorar a propriedade num “Geoquadro cir-
cular”. Trata-se de uma placa de madeira, na qual desenha- e — ———
mos um circulo dividido em 24 dngulos de 15°. No centro, e em
cada ponto divisério dos arcos sdo colocados pregos, enterra-
dos apenas até a metade (Figura 8). Podemos marcar, com
eldsticos presos aos pregos, angulos inscritos a 60°, 45°, 30°,
com auxilio dos esquadros. A medida do angulo central corres-
pondente poderd nestes casos, ser lida diretamente, contando-
se o nimero de angulos de 15° contidos no angulo central. A
situagdo mostrada no geoquadro torna-se bastante clara e
elucidativa, como mostra a Figura 8. Figura 8
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Quatro coroldrios imediatos sdo os que damos a seguir, ilustrados pelas
Figuras 9, 10, 11 e 12:

1) dois angulos inscritos numa circunferéncia, que determinam sobre ela
arcos iguais, so iguais (ambos valem a metade do mesmo angulo central;
ou de angulos centrais iguais);

Figura 9

2) um angulo inscrito numa circunferén-
cia, cujos lados encontram a mesma nos
pontos extremos de um didmetro, é reto
(a Figura mostra que, no caso, o angulo
central mede 180°);

3) duas cordas que se cruzam determinam
tridngulos semelhantes. De fato, pelo
Corolédrio 1, os dngulos inscritos som-
breados sdo iguais, héAZ ﬁ,pgulos 0pos-
tos pelo vértice, logo A e Btambém sio
iguais; alids po/c\lerfar/r\los de partida ter
notado que A = B também pelo
corolario 1;

Figura 11

4) num quadrilatero inscrito num ¢ circulo, angulos internos opostos sdo suple-
mentares. O angulo interno A 1gual a metade do angulo £, o angulo
interno C'é igual a metade do angulo F logo

~ .~ E (360 - E)
A+C ="~
2 2

=180°
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Estes sdo os fatos fundamentais relacio-
nados a propriedade citada, e que os alunos
devem conhecer de modo claro e
sedimentado. Permitem a resolu¢do de um
nimero grande de problemas interessantes.

Ha outros dois resultados, que também sdo

conseqiiéncias quase imediatas do Teorema
do Angulo Inscrito. Referem-se a Angulos in-
ternos ou externos aos circulos, que valem “a Figura 12
semi-soma ou a semi-diferenca dos arcos”.
Nio sdo tdo importantes que merecam destaque especial, e introduzi-los nes-
ta fase é dar énfase a detalhes. Ha livros que mencionam inclusive nomes
para os angulos em questdo: “angulo excéntrico interior” e “angulo excéntri-
co exterior”, num evidente exagero de terminologia. Somos de opinido que a
maturidade dos alunos em aplicacdes do Teorema do Angulo Inscrito os leva-
rd a resolverem de modo natural, fundamentados em argumentos geométri-
cos, os problemas em que aparecem tais angulos. Mentalizar mecanicamente
esses resultados na 7* série é contraproducente a evolu¢do do amadureci-
mento geométrico dos alunos. Nao devemos sobrecarregd-los com férmulas
e resultados secunddrios, e solicitar deles mera aplicacdo imediata dos mes-
mos, num processo que envolve mais memoria do que raciocinio.

Em resumo, deixamos algumas recomendacdes aos professores de 7 sé-
rie, que desejam para seus alunos o aprendizado desses fatos geométricos
que, além de claro, permaneca para além das provas.

Circulos — Angulos Inscritos

1) Faca seu aluno entender claramente o que ¢ um angulo inscrito, o que €
um angulo central, e quando um € correspondente do outro.

2) Ignore o conceito de medida de um arco em graus.

3) Faca-os certificarem-se experimentalmente de que: “O angulo inscrito
num circulo € igual a metade do angulo central correspondente”. Este é
um resultado fundamental. Esteja certo de que seus alunos o dominam.

4) Conseqiiéncia imediata: Angulos inscritos que determinam arcos iguais
sdo iguais.

5) Lembre e use muito o fato de que o angulo que corta a circunferéncia nas
extremidades de um didmetro mede 90° (vale a reciproca).

6) Outra conseqiiéncia: cordas que se cruzam determinam tridngulos
semelhantes.
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Cldudio Arconcher

O Introducao

A RPM recebeu, hd tempos, um artigo do
Prof. Scipione Di Pierro Netto, abordando o con-
ceito de angulo. Ao ser apreciado pelo Comité
Editorial veio a tona um problema que nds, pro-
fessores de Matematica, enfrentamos com fre-
qiiéncia: é melhor definir angulo como uma re-
gido do plano, ou como uma reunido de duas
semi-retas? Neste nimero apresentamos uma
defesa do conceito de angulo como uma regifo
de um plano e agradecemos ao Prof. Scipione
por ter levantado o problema.

Definicao

g A
/ Considere duas semi-retas
de mesma origem, ndo opostas,
P n’ contidas num plano 7. Elas se-
m B param o plano t em duas regi-

0es, uma convexa que denomi-
namos angulo convexo, outra
concava que denominamos angulo concavo.

Dizemos que as semi-retas OA e OB sao
os lados do angulo e fazem parte dele.

Se houver ambigiiidade na idel}\tificagﬁo do
angulo pela notagdo tradicional AOB, devemos
providenciar nomes exclusivos para cada um de-
les, o e B como na figura, ou especificar de qual
dos angulos estamos falando.

Caso as semi-retas sejam opostas, teremos o
plano dividido em dois semi-planos. Denomina
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mos cada um deles de dngulo raso. Se as semi-retas sdo coincidentes,
dizemos que temos um par de angulos: um dngulo nulo que se reduz a
semi-reta e um dngulo de uma volta que é o plano todo. Aqui deve-se
notar a existéncia dos lados coincidentes. Em todos os casos o ponto O ¢é
o vértice do angulo.

Em seguida atribui-se medida ao angulo. Define-se entdo o grau
sexagesimal. Angulos convexos apresentam medidas menores do que 180°;
angulos concavos, medidas maiores do que 180°. Ao angulo raso atribui-se
180°, ao angulo nulo, 0° e ao dngulo de uma volta, 360°.

Muitas s@o as situacdes em sala de aula nas quais o conceito de angulo
como regido do plano facilita o entendimento. Vejamos dois casos:

Exemplo 1

Na figura abaixo temos um pentdgono inscrito na circunferéncia. Deter-
mine o valor da soma x + y.

O aluno deve reconhecer os angulos de medidas x e y como angulos
inscritos e lembrar-se do teorema que relaciona o angulo inscrito com o angu-
lo central correspondente. Muitos estudantes ficam em diivida no momento
de identificar o angulo central correspondente ao angulo de medida x. Quan-
do podemos dizer que o angulo central correspondente é aquele cujo arco
estd “dentro” do angulo inscrito (o que € possivel por ser uma regido plana),
conseguimos melhorar o entendimento.

Superado esse ponto, podemos escrever:

2x = (2y —70°) = 360° e concluir que x +y=215°.

Uma solugdo mais criativa para esse problema é apresentada na figura
a seguir:
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Notando o quadrildtero inscrito ABCE e lembrando que seus angulos
opostos sdo suplementares, temos:

X+ (y—35°)=180° ou
x+y=215°.

Nessa solu¢do notamos, novamente, a dificuldade que muitos alunos tém
em associar ao angulo inscrito DCE o angulo central c/(\)rrespondente, que
tem medida 70°, e obter assim a medida 35° do angulo DCE. Vale repetir que
o angulo central ¢ aquele cujo arco estd “dentro” do angulo inscrito.

Exemplo 2

Consideremos o estudo do cone circular reto na Geometria Métrica. E
extremamente educativo nesse estudo produzir modelos dos sélidos. Nesse
caso a planificacdo da superficie lateral do cone € um setor circular. Como
devemos apresentar varias formas para o cone, € interessante construir um
“chapéu chinés”. A materialidade do dngulo cdncavo aqui €, entdo, decisiva
para o entendimento. Novamente temos a relevancia do angulo como regiao
plana.
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José Luiz Pastore Mello

Introducao

Apresentamos, neste artigo, um problema
trigonométrico de maximizac¢io enunciado no sécu-
lo XV e uma sugestdo de aplicagdo em sala de aula.
As atividades descritas permitem que o professor
trabalhe a trigonometria de forma menos técnica e
mais contextualizada, de acordo com a recomenda-
¢do dos Pardmetros Curriculares Nacionais de Ma-
tematica do ensino médio.

Regiomontanus e a trigonometria

A cidade de Koningsberg, na Prissia (atual
Russia), é conhecida na Matemaética devido ao fa-
moso problema das pontes, resolvido pelo matema-
tico suico Leonhard Euler (1707-1783). Outro acon-
tecimento importante que marca a vida da cidade,
cujo nome significa Montanha do Rei, é o fato de ela
ter sido o local de nascimento de Johann Miiller (1436-
1476), um dos maiores matematicos do século XV,
mais conhecido como Regiomontanus, uma
latiniza¢do do nome de sua cidade natal.

Regiomontanus realizou diversos estudos nas
dreas de Astronomia, Geometria e Trigonometria.
Em seu livro mais famoso, De Triangulus
Omnimodes, escrito em 1464 e impresso apenas
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em 1533, Regiomontanus apresenta uma visdo moderna da Trigonometria com
dados tabelados de virias funcdes trigonométricas. E curioso notar que, mesmo
tendo sido escrito antes do conceito de notagdo decimal, as tabelas trigonométricas
contidas no livro nao apresentam fra¢des devido a utilizagdo de um circulo e raio
100 000 000 de unidades, o que produzia apenas valores inteiros para as aproxi-
magcoes utilizadas.

A importancia dos conhecimentos em Astronomia de Regiomontanus fez
com que ele fosse convidado pelo Papa Sixto IV para trabalhar na confec¢ao
de um calenddrio mais acurado do que o que vinha sendo usado pela Igreja.
Ap6s a realizacio do trabalho a gratiddo do Papa foi tal, que rapidamente o
astronomo se tornou seu principal conselheiro. Depois de um ano em Roma,
Regiomontanus faleceu, tendo sido anunciada como causa de sua morte o flagelo
de uma peste. Existem especulacdes de que ele tenha sido envenenado por
alguma pessoa descontente com a alta influéncia de um “nao-italiano” sobre o
Papa e a Igreja romana. Alguns historiadores especulam ainda que, se ndo
tivesse falecido tdo cedo, talvez tivesse condi¢Oes de realizar uma moderna
compreensdo do sistema solar, como a feita por Copérnico 100 anos depois.

Entre os interessantes problemas propostos por Regiomontanus, destacamos
um de 1471, como o primeiro problema de extremos encontrado na histéria da
Matematica desde a antiguidade. O problema (NR) € o seguinte:

Suponha uma estdtua de altura h sobre um pedestal de altura p. Um
homem de altura m (m < p) enxerga do pé ao topo da estdtua sob um
dangulo a, que varia de acordo com a distdncia d entre o homem e a
base do pedestal. Determinar d para que o dngulo de visdo a seja o
maior possivel.
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Uma solucao engenhosa para o problema

Apesar de o problema poder ser resolvido com as ferramentas do Calcu-
lo, existe uma solugdo simples e engenhosa que apresentaremos a seguir.

Inicialmente marcamos na figura os pontos A, B e C, representando res-
pectivamente o topo da estdtua, o pé da estatua e os olhos do observador. Em
seguida tracamos a reta r que passa por C e € paralela a linha do chao.
Tracamos entdo a Unica circunferéncia A, com centro na mediatriz do seg-
mento AB, que passa pelos pontos A e B e tangencia a reta . Marcamos, na
figura, C como o ponto de tangéncia.

Se C percorrer livremente a reta r, qualquer possibilidade para o ngulo de
visdo o serd dada por uma certa localizacdo de C em r. Provaremos que o
assume o maior valor possivel quando C coincide com C,. Para isso, mostrare-
mos que medida € maior que medida para qualquer posi¢ao de C diferente de C..

Se D € o ponto de encontro da reta AC com a circunferéncia A, temos

Por outro lado, no tridngulo BCD, temos o + A + 180° — = 180°. Logo
B =a + A, implicando B > a.
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Uma vez verificado que AC B € o dngulo de maximo campo visual, deter-
minaremos agora a distincia d, entre observador e a base do pedestal, para
que esse angulo seja atingido.

Se Q ¢ o ponto de intercecdo da reta AB com 1, sendo as retas r e AB,
respectivamente, tangente e secante a A, aplicando poténcia no ponto Q,
encontraremos a distincia d procurada:

OC/= 0B 04
ou

& =p-mp-m+h).

Se a altura m do observador for pouco significativa em relacdo a altura da
estdtua e do pedestal, podemos simplificar a formula para d = / p(p + h).

Uma aplicacao

Em outubro de 1931, apds cinco anos de construgdo, foi inaugurado no
alto do morro do Corcovado o cartdao de visitas do Rio de Janeiro, a estatua
do Cristo Redentor. A altura total da estatua é 30 m, seu pedestal mede 8 m,
e admitiremos um observador com 1,70 m de altura.

A que distancia esse observador deve ficar da base do pedestal do Cristo
Redentor para que o seu dngulo de visdo seja o maior possivel?

Usando a férmula acima, obtemos:

d = \/ (8-1,7)(8=1,7+30) , o que resulta aproximadamente 15 m.
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Meétodo geomeétrico

para o calculo

raiz quadrada

Francisco Rocha Fontes Neto

Seja X o nimero do qual queremos extrair a raiz
quadrada. Numa reta, tomemos os pontos A, B e

C taisque AB=Xe BC=1.

Seja P o ponto médio do segmento AC(AP = PC).

Com centro em P, tracemos um semi-circulo
de raio AP e, por B, tracemos uma perpendicular
a reta que contém AC até interceptar o semi-cir-
culo, determinando assim o ponto R.

X

R

Vx

1

d

P

[
B

C

O segmento BR nada mais é do que a raiz
quadrada do nimero X em questdo.
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Demonstracao geométrica do método

A P B C

Como o tridngulo ACR é retangulo, temos que o produto das projecdes dos
catetos AR e RC sobre a hipotenusa AC ¢ igual ao quadrado da altura RB
relativa a hipotenusa, logo:

f=X1.a=VX

O processo seguinte usa somente o teorema de Pitdgoras e é proposto
pelo autor: seja X > 1; num segmento AB de comprimento X marquemos o
ponto médio P e os pontos M e N tais que MP = PN e MN = 1.

Por M, tracemos uma perpendicular a reta que contém AB e com centro no
ponto A e abertura AN determinamos na perpendicular tracada por M o ponto R.

O segmento RM € a raiz quadrada de X.

Demonstracao algébrica do método

AP = X/2

MN =1

AM = (X -1)/2

AR = AN = (X +1)/2
RM = a

que desenvolvido dard g = +/X

OBS.: Se X < 1, mudara apenas a figura. A forma da construg@o, entretanto, serd mantida.
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Euclides Rosa

A ilha de Samos, que ainda pertence a Grécia, fica
amenos de 2 quildmetros da Costa da Turquia. H4
2.500 anos, toda aquela regido era habitada por
gregos. Samos passou a Histéria por ser a terra
natal de Pitdgoras, mas ndo ¢é dele que vamos falar.
O heréi do nosso episédio nem ao menos era
matemadtico. Seu nome era Eupalinos e, nos dias
atuais, seria chamado de engenheiro. Ele serd fo-
calizado aqui por ter sabido usar, com bastante su-
cesso, um fato elementar de Geometria Plana para
resolver um problema de Engenharia e assim con-
tribuir para o bem-estar de uma comunidade.

O exemplo de Eupalinos merece ser conheci-
do pelos leitores da Revista do Professor de Ma-
tematica por dois motivos: fornece um tépico in-
teressante para ilustrar nossas aulas e mostra
como o conhecimento matematico, mesmo quan-
do de natureza tedrica, pode ter influéncia decisi-
va no progresso tecnoldgico.

O teorema de Geometria usado por Eupalinos
foi o seguinte:

Se dois triangulos retdngulos tém catetos
proporcionais, seus dngulos agudos sdo iguais.
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b b
Na figura anterior, se — = — entdo
C C

Eab=Ed’b’ € Eac=Ed'c’.
Como se sabe, este € um caso particular de semelhanca de tridngulos.

[Os tridngulos dados t€ém um angulo (reto) igual, compreendido entre la-
dos proporcionais. |

Para sermos exatos, Eupalinos ndo usou precisamente o teorema acima e
sim uma sua conseqiiéncia imediata, que enunciaremos agora:

Sejam abc e a’b’c’ tridngulos retangulos com um vértice comum. Se
os catetos b e ¢’ sdo perpendiculares e, além disso, tem-se
b b

c ('

entdo as hipotenusas a e a’ estdo em linha reta.

A afirmag@o acima decorre imediatamente da anterior, pois, a soma dos angu-
los em torno do vértice comum aos dois tridngulos € igual a dois angulos retos.

Retomemos nossa histéria. Ela se passa em Samos, ano 530 a.C. O podero-
so tirano Policrates se preocupava com o abastecimento de dgua da cidade.
Havia fontes abundantes na ilha, mas ficavam do outro lado do monte Castro;
0 acesso a elas era muito dificil para os habitantes da cidade. Decidiu-se abrir
um tiinel. A melhor entrada e a mais conveniente saida do tinel foram escolhi-
das pelos assessores de Policrates. Eram dois pontos, que chamaremos de A e
B respectivamente. Cavar a montanha nao seria drduo, pois a rocha era calcarea
e ndo faltavam operdrios experientes. O problema era achar um modo de sair
do ponto A e, cavando, chegar ao ponto B sem se perder no caminho.
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Eupalinos, encarregado de estudar a questio, surpreendeu a todos com
uma solucao simples e pratica. Além disso, anunciou que reduziria o tempo de
trabalho a metade, propondo que se iniciasse a obra em duas frentes, come-
cando a cavar simultaneamente nos pontos A e B, encontrando-se as duas
turmas no meio do ttinel!

Disse e fez. O tinel, construido hi 25 séculos, ¢ mencionado pelo
historiador grego Her6doto. Em 1882, arquedlogos alemaes, escavando na
ilha de Samos, o encontraram. Ele tem um quilémetro de extensdo, sua se¢do
transversal é um quadrado com 2 metros de lado, com uma vala funda para
os canos d’dgua e aberturas no teto para renovagdo do ar e limpeza de detritos.

Mas como Eupalinos conseguiu, partindo simultaneamente de A e B, tra-
car uma reta ligando esses pontos, através da montanha?

Na figura a seguir, o contorno curvilineo representa o monte, A € o ponto de
entrada e B ¢ a saida do tdnel.

A partir do ponto B fixa-se uma direc¢do arbitrdria BC e, caminhando ao
longo de uma poligonal BCDEFGHA, na qual cada lado forma um angulo
reto com o seguinte, atinge-se o ponto A, tendo evitado assim as dreas mais
escarpadas da montanha. (Nao € dificil imaginar um instrumento 6tico rudi-
mentar que permita dar com precisdo esses giros de 90 graus.)

Anotando-se o comprimento de cada um dos lados da poligonal, determi-
nam-se facilmente os comprimentos dos catetos AK e KB do tridngulo retan-
gulo AKB no qual AB ¢ a hipotenusa e os catetos t€m as direcdes dos lados da
poligonal considerada. Calcula-se entdo a razdo r = AK/KB. A partir dos
pontos A e B, constroem-se dois pequenos tridngulos retdngulos cujos catetos
ainda tenham as direcdes dos lados da poligonal e, além disso, em cada um
desses tridngulos, a razao entre os catetos seja igual a razao r entre os catetos
do tridngulo AKB.
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Agora € s6 cavar o morro, a partir dos pontos A e B, na dire¢do das
hipotenusas dos tridngulos pequenos.

Isto resolve o problema se os pontos A e B estiverem no mesmo nivel:
cava-se sempre na horizontal, e o plano horizontal € facil de determinar, por
meio de vasos comunicantes ou por outros processos.

Em geral, A e B ndo estdo no mesmo nivel. No caso em questio, é obvia-
mente desejdvel que B seja mais baixo, e sem divida levou-se isto em conta na
sua escolha como ponto de saida. Mas é facil calcular d = diferenca de nivel
entre A e B. Basta ir registrando, a medida que se percorre a poligonal
BCDEFGHA, a diferenca de nivel entre cada vértice e o seguinte.

d .
horizontal

Tendo d, consideramos o tridngulo retangulo AMB, no qual o cateto AM é
vertical e tem comprimento d. O comprimento da hipotenusa AB se determi-
na pelo teorema de Pitdgoras (a partir dos catetos do tridngulo AKB).
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A razdo AM/AB = s diz como se deve controlar a inclina¢io da escava-
cdo: cada vez que andarmos uma unidade de comprimento ao longo do tinel,
o nivel deve baixar s unidades.

O mais notével desse raciocinio tedrico € que ele foi posto em pratica e
funcionou. O tinel sob o monte Castro 14 estd, para quem quiser ver, na
majestade dos seus dois mil e quinhentos anos de idade.

Honestamente, devemos esclarecer que as duas extremidades das esca-
vacdes ndo se encontraram exatamente no mesmo ponto. Isto seria esperar
demais da precisdo dos instrumentos entdo existentes. Houve um erro de uns
9 metros na horizontal e 3 metros na vertical. Desvios insignificantes conve-
nhamos. Além disso, esse erro tem dois aspectos interessantes. Em primeiro
lugar, constitui uma prova de que o tinel foi realmente cavado em duas fren-
tes. Em segundo lugar, a ponta que comecou em B chegou mais baixa do que
a que comecou em A, o que permitiu formar uma pequena cachoeira,
sem interromper o fluxo de dgua de A para B. Isto nos deixa quase certos de
que esse erro na vertical estd ligado ao cuidado dos construtores em nao
deixar as pontas se encontrarem com a saida mais alta do que a entrada, o
que causaria um problema desagradavel.

Para encerrar, uma pergunta: como sabemos destas coisas? Eupalinos ndo
deixou obras escritas. Mas Heron de Alexandria publicou muitos livros, alguns
deles ainda hoje existentes. Um desses livros é sobre um instrumento de agri-
mensura chamado dioptra. Nele, Heron descreve o processo que expusemos
acima. Em seu todo, os livros escritos por Heron formam uma enciclopédia de
métodos e técnicas de Matemadtica Aplicada, sintetizando o conhecimento da
época. Outros livros, talvez menos completos, certamente foram publicados
anteriormente com propdésitos semelhantes, e ndo se pode deixar de supor que
a construcao de Eupalinos tenha figurado entre essas técnicas
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Euclides Rosa

Elisha Scott Loomis, professor de Matematica
em Cleveland, Ohio (Estados Unidos) era real-
mente um apaixonado pelo Teorema de
Pitagoras. Durante 20 anos, de 1907 a 1927, co-
lecionou demonstracgdes desse teorema, agrupou-
as e a organizou-as num livro, ao qual chamou
The Pythagorean Proposition (A Proposi¢ao
de Pitagoras). A primeira edi¢cdo, em 1927, con-
tinha 230 demonstragdes. Na segunda edigio,
publicada em 1940, este nimero foi aumentado
para 370 demonstrag¢des. Depois do falecimen-
to do autor, o livro foi reimpresso, em 1968 e
1972, pelo National Council of Teachers of
Mathematics daquele pais.

O Professor Loomis classifica as demonstra-
coes do Teorema de Pitdgoras em basicamente
dois tipos: provas “algébricas” (baseadas nas re-
lagdes métricas nos tridngulos retangulos) e pro-
vas “geométricas” (baseadas em comparagdes de
dreas). Ele se d4 ao trabalho de observar que nio
¢ possivel provar o Teorema de Pitdgoras com
argumentos trigonométricos, porque a igualdade
fundamental da Trigonometria, cosx + sen’x = 1,
j4 é um caso particular daquele teorema.

Como sabemos, o enunciado do Teorema de
Pitdgoras € o seguinte: “A 4rea do quadrado cujo
lado € a hipotenusa de um tridngulo retangulo é
igual a soma das dreas dos quadrados que tém
como lados cada um dos catetos”.

Se a, b sdo as medidas dos catetos e ¢ é a
medida da hipotenusa, o enunciado acima equiva-
le a afirmar que a*> + b* = 2.

Documentos histéricos mostram que os egip-
cios e os babildnios muito antes dos gregos co
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nheciam casos particulares desse teorema, expressos em relagdes como

2 2
3 1

3447 =5 e 1P+ =] =|1—].
4 4

O fato de que o triangulo de lados 3, 4 e 5 € retdngulo era (e ainda é) titil
aos agrimensores. Ha também um manuscrito chinés, datando de mais de mil
anos antes de Cristo, onde se encontra a seguinte afirmacdo: “Tome o qua-
drado do primeiro lado e o quadrado do segundo e os some; a raiz quadrada
dessa soma € a hipotenusa”. Outros documentos antigos mostram que na
fndia, bem antes da era Cristd, sabia-se que os tridngulos de lados 3,4 ou 5,
12,13, ou 12, 35, 37 sdo retangulos.

O que parece certo, todavia, € que nenhum desses povos sabia demons-
trar o teorema. Tudo indica que Pitdgoras foi o primeiro a prova-lo. (Ou
alguém da sua Escola o fez, o que dd no mesmo, pois o conhecimento cienti-
fico naquele grupo era propriedade comum).

A mais bela prova

Qual foi a demonstracdo dada por Pitdgoras? Nao se sabe ao certo, pois ele
ndo deixou trabalhos escritos. A maioria dos historiadores acredita que foi uma
demonstrac@o do tipo “geométrico”, isto é, baseada na comparagdo de dreas.
Nao foi a que se encontra nos Elementos de Euclides, e que € ainda hoje muito
encontrada nos livros de Geometria, pois tal demonstracdo parece ter sido conce-
bida pelo préprio Euclides. A demonstragdo de Pitdgoras pode muito bem ter sido
a que decorre das figuras abaixo:

Do quadrado que tem a + b como lado, retiremos 4 tridngulos iguais ao
dado. Se fizermos isto como na figura a esquerda, obteremos um quadra-
do de lado c. Mas se a mesma operacao for feita como na figura a direita,
restardo dois quadrados, de lados a e b, respectivamente. Logo, a drea do
quadrado de lado ¢ € a soma das dreas dos quadrados cujos lados medem
aeb.
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Esta é, provavelmente, a mais bela demonstracao do Teorema de Pitdgoras.
Entretanto, no livro de Loomis ela aparece sem maior destaque, como variante
de uma das provas dadas, ndo sendo sequer contada entre as 370 numeradas.

Apresentamos a seguir algumas demonstragdes do Teorema de Pitdgoras
que tém algum interesse especial, por um motivo ou por outro. As quatro
primeiras constam da lista do Professor Loomis.

A prova mais curta

E também a mais conhecida. Baseia-se na seguinte conseqiiéncia da seme-
lhanga de tridngulos retangulos: “Num triangulo retngulo, cada cateto é a média
geométrica entre a hipotenusa e sua projecio sobre ela”. Assim se m e n sdo
respectivamente as projecoes dos catetos a e b sobre a hipotenusa ¢, temos
a* = mc, b* = nc, enquanto m + n = ¢. Somando, vem a’ + b* = %,
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Anténio Leonardo P. Pastor

Resoluc¢ao simplificada de um
problema angular

Unm resultado interessante que os alunos usam, e
nem sempre sabem justificar, € o seguinte:

O dngulo que o ponteiro das horas de um re-
logio descreve em m minutos é igual a

M eraus.
2

Consideremos, por exemplo, o problema: Calcu-
lar o angulo formado pelos ponteiros de um relégio
que marca 5 h 43 mim.

E usual resolvermos assim: Seja B o angulo que o
ponteiro das horas descreveu desde as 5 horas até 5 &
43 min. Ora, o mostrador do relégio € dividido em 12
partes iguais de 30° cada. Cada setor de 30° corresponde
a 5 minutos e portanto cada minuto corresponde a 6°.
Assim, o angulo a + B pode ser determinado por con-
tagem direta, e € igual a 18- 6 = 108°.

E fécil verificar que o 4ngulo 8 é diretamente pro-
porcional ao nimero m de minutos transcorridos, isto
€, B = km. Ora, sabemos que em uma hora o angulo 3
descrito pelo ponteiro menor € igual a 30°. Entdo:

30=k.60<:>k=£=0,5 ,
60

0 que mostra que a constante de proporcionalidade

L. L - 1
entre as varidveis f e m € igual a —.
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Geraldo Avila

1. Consideracgodes preliminares

Freqiientemente, o professor de Matemdtica se
vé em dificuldades diante do aluno que deseja saber
“pra que serve” o que estd aprendendo, ou porque
estd estudando este ou aquele topico. Nem sempre
o professor tem uma resposta satisfatoria e as ve-
zes até encerra o assunto com uma justificativa nada
convincente: “Vocé precisa aprender isto agora como
embasamento para o que vai estudar mais tarde”.

Em situacdes como essa, quem tem razdo é o
aluno: sua curiosidade por uma justificativa adequa-
da das coisas que lhe sdo ensinadas é mais do que
natural. Ele precisa de respostas certas, que satisfa-
cam sua curiosidade e estimulem sua mente
inquisitiva. S6 assim poderd o professor transformar
o desinteresse do aluno pela Matemdtica numa ati-
va participagdo no aprendizado.

A Astronomia, que € a mais antiga das ciénci-
as, oferece excelentes exemplos de aplicagdes
simples e interessantes de fatos geométricos ele-
mentares, que muito bem respondem ao “pra que
serve” do aluno, estimulando ainda mais sua curi-
osidade cientifica e ajudando-o a bem entender o
papel da Matemadtica como instrumento da cién-
cia aplicada. Escrevemos sobre algumas dessas
questdes no primeiro nimero da RPM, onde mos-
tramos como nog¢des simples de semelhanca e
proporcionalidade permitiram aos sdbios da Anti-
guidade encontrarem métodos de calcular os ta-
manhos da Terra, do Sol e da Lua e as distancias
entre esses astros. Muitos desses cdlculos sdo
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acessiveis a alunos de 62 e 72 séries e servem como excelente motiva-
¢do ao estudo de triangulos e circulos.

No presente artigo apresentaremos outros cdlculos simples que nos ddo
os perfodos de revolug@o dos planetas e suas distancias ao Sol em termos
da distancia da Terra ao Sol, calculos esses que sdo devidos, originariamen-
te, a Copérnico.

2. O que fez Copérnico

A famosa obra de Nicolau Copérnico (1473-1543) sobre a teoria
heliocéntrica do sistema solar foi publicada no ano de sua prépria morte.
Mas ndo teve repercussdo imediata, embora se revelasse mais tarde como
o impulso inicial mais importante para o desenvolvimento cientifico que per-
siste até os dias de hoje. Por isso mesmo historiadores da ciéncia adotam o
ano de 1543 como o do inicio da ciéncia moderna.

Essa idéia de que o Sol estd fixo no espago e os planetas, inclusive a
Terra, giram em torno dele, ndo era nova no tempo de Copérnico. Ela ja
havia sido proposta por Aristarco no 3° século a.C, mas ndo vingou,
porque esbarrava em sérias dificuldades — uma das quais é uma obje-
¢do muito interessante, aparentemente levantada pela primeira vez por
Hiparco, que viveu por volta de 150 a.C. Se a Terra girasse em torno do
Sol — dizia Hiparco — a dire¢do em que vemos uma estrela particular
deveria variar durante o ano (Figura 1). E Hiparco, um eminente astrono-
mo, nunca constatara esse fendmeno em suas observacoes.

Estrela

Figura 1 Terra

Para bem entender do que estamos falando, imagine um observador olhan-
do fixamente para frente, movimentando a cabeca para a direita e para a es-
querda. Ele notard que os objetos diante de si também se movimentam para a
esquerda e para direita respectivamente. Os objetos, quanto mais afastados
estiverem do observador, menos “se deslocam”. Pois bem, era exatamente
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esse deslocamento que Hiparco esperava das estrelas, se € que a Terra esti-
vesse mesmo dando voltas em torno do Sol. Ao que parece, Hiparco descarta-
va como absurda a idéia de que as estrelas estivessem tdo afastadas de nds a
ponto de permanecerem praticamente fixas na abdbada celeste.

Hoje sabemos que as estrelas efeti-

vamente “se deslocam’ ao longo do ano,

mas por angulos infimos que sempre es- T

caparam a capacidade de deteccio dos > - - -7 '.-—-|—.___.

instrumentos de Hiparco e de todos os Alfa d |II

astronomos até muito recentemente. De ado |
Centauro

fato, esse deslocamento das estrelas,

chamado paralaxe, s6 foi medido pela
primeira vez pelo astrdbnomo russo Struve
em 1837 e pelo alem@o Bessel em 1838.
Essas descobertas mostraram que as estrelas estdo a diferentes distancias
de nds, umas mais longe, outras mais perto. A estrela mais proxima € a Alfa
Centauro, que ¢ a segunda estrela mais brilhante a esquerda do Cruzeiro do
Sul (Figura 2). Ela é, na verdade, um sistema triplo, isto &, s@o trés estrelas
agrupadas, das quais a mais proxima de nds estd a 4,3 anos-luz* de distancia.
Ora, o Sol estd a 8,3 minutos-luz da Terra, de sorte que

Figura 2

4.3 anos — luz

8,3 minutos — luz

_ 4,3x365 % 24x 60
83

=272 000

Isto mostra que essa estrela esta distante de nés 272 000 vezes mais que
0 Sol. Assim, se o Sol estivesse a 1 metro de distancia da Terra, a estrela mais
proxima estaria a 272 km de distincia! E Copérnico pensava que as estrelas
estivessem 400 vezes mais longe de nds que o Sol...

Se a idéia heliocéntrica ja havia ocorrido a Aristarco — chamado “o
Copérnico da Antiguidade” — por que entdo a fama ficou com Copérnico? A
explicacdo € simples: ndo basta uma hipétese, € preciso elaborar um sistema,
construir uma teoria. Das idéias de Aristarco s6 nos chegaram uma breve
referéncia num dos livros de Arquimedes. Copérnico, por outro lado, deixou-
nos um livro — Sobre as revolucoes das esferas celestes — con

* Um ano-luz € a distancia percorrida pela luz em um ano.
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tendo um estudo que compatibiliza suas idéias com os dados de observa-
¢do acumulados ao longo de milénios. E nesse arranjo de compatibilizagdo ele
teve de introduzir vdrias modificagdes em sua idéia original.

Figura 3

Assim, por exemplo, embora o Sol seja considerado fixo, ele ndo ocupa os
centros das orbitas dos planetas, nem esses centros sao coincidentes (Figura 3).
Isso foi necessdrio porque Copérnico mantinha a idéia de que os planetas
eram dotados de velocidade uniforme em suas 6rbitas, o que ndo condizia
com os dados de observacio, se as Orbitas fossem concéntricas.

Veremos, a seguir, como Copérnico calculou os periodos de revolugdo do
planetas e suas distancias ao Sol, admitindo 6rbitas circulares centradas no
Sol e movimentos uniformes dos planetas em suas 6rbitas.

3. Periodo sideral e periodo sinddico

Consideremos o planeta Marte, que € um planeta superior, isto é, cuja
orbita abarca a orbita da Terra. Sejam 7 e M as posi¢des da Terra e de
Marte, respectivamente, quando ambos se encontram de um mesmo lado do
Sol S e com ele alinhados (Figura 4).
Nesse caso, diz-se que Marte estd em
oposi¢do (ao Sol relativamente a
Terra). Quando isso acontece, Marte
¢ visto no z€énite a meia-noite; ele nas-
ce quando o Sol se pde e se pde ao
nascer do Sol. Por observacdes fei-
tas, desde a Antiguidade, sabe-se que
Marte volta a ficar em oposi¢@o a cada
780 dias. Esse € o periodo de revolu-
¢do do planeta em torno da Terra,
chamado periodo sinodico. O peri-
odo de revolugdo do planeta em torno
do Sol é chamado periodo sideral.

Figura 4
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Para calcularmos esse tltimo periodo, observemos primeiro que a veloci-
dade angular de Marte ¢ menor que a da Terra — um fato que se constata por
observacdes simples. Entdo, a partir de uma oposicao, a Terra vai ganhando
dianteira sobre Marte e esse planeta voltard a ficar novamente em oposi¢io
quando a dianteira da Terra sobre ele for de 360°, isto €, uma volta completa.
Ora, em 780 dias, que € o tempo que decorre entre duas oposi¢des sucessi-
vas, a Terra terd dado duas voltas em torno do Sol e se deslocado ainda, ao longo
de um arco 77" (Figura4), durante os 50, dias restantes (pois 780 =2 x 365 + 50)
Devido a uniformidade do movimento da Terra, teremos a propor¢ao:

[
360 1 o
50 365

Durante os Jinesmosl7 80 dias, Marte completou uma volta em torno do Sol
mais o arco MM’ =TT = 49° . Entdo, se P é o periodo sideral de Marte
teremos a propor¢ao:

P 780

—=—— .. P~ 687 dias
360 360 +49

Com esse mesmo raciocinio, Copérnico calculou os periodos siderais dos de-
mais planetas superiores conhecidos em seu tempo, Jupiter e Saturno. Sugerimos
que o leitor faca esses calculos, sabendo que os periodos sinddicos desses plane-
tas sdo 399 dias e 378 dias, respectivamente. Os periodos siderais corresponden-
tes serdo, aproximadamente, 11,8 anos e 29,5 anos, respectivamente.

Um raciocinio parecido permite calcular os periodos siderais dos plane-
tas inferiores, o que faremos no Apéndice adiante.

4. Distancia de Marte ao Sol

O conhecimento do periodo sideral de um
planeta superior € essencial para o cdlculo de
sua distincia ao Sol, como veremos agora, no
caso de Marte. Imaginemos, como ilustra a
Figura 5, que Marte em M esteja em oposicao,
em a Terra estando em 7' e o Sol em S. Sabe-
mos, por dados de observacdo, que 106 dias
ap0s, a Terra e Marte se encontrardo em
wes 7" e M’, respectivamente, tais que
ST'M” = 90°. Durante esse tempo, o angulo a,
descrito pela Terra, € de aproximadamente Figura 5
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105°, como € fécil calcular (pois o: 106 =360° : 365). Quanto a Marte, ele
terd descrito um angulo 3 = 56°, pois

B 360°
106 687

—_—

Como conseqiiéncia, T°SM’ = 105 — 56 = 49°. Finalmente, o tridngulo
retangulo S7°M’ nos d4:

ST ST

SM'= ~ ~
cos49°  0,65606

L5 ST

Fica assim calculada a distancia de Marte ao Sol como 1,5 vezes a distan-
cia da Terra ao Sol.

Com o mesmo raciocinio Copérnico calculou as distancias de Jupiter e
Saturno ao Sol. Notamos, mais uma vez, que os cdlculos dessas distancias
dependem do conhecimento dos periodos siderais dos planetas, os quais sao
conceitos ligados a hipdtese heliocéntrica de Copérnico. Essas distancias,
portanto, s6 podiam ser calculadas por Copérnico ou pelos sdbios que vieram
depois. Pode ser que Aristarco as tenha calculado na Antiguidade, mas disso
nada sabemos, porque muitos dos seus escritos ndo chegaram até nos.

5. As distancias de Mercurio e Vénus ao Sol

Contrariamente ao que se passa com os planetas superiores, Marte, Jupiter

e Saturno, o calculo das distancias de Mercurio e Vénus ao Sol é muito sim-
ples e ndo depende do conhecimento de seus periodos siderais. Estes sdo os
planetas inferiores, assim chama-

dos porque suas Orbitas sdo abar-

cadas pela 6rbita da Terra (Figura 6).

Em conseqiiéncia, o afastamento an-

gular desses planetas/gm relacdo ao

Sol, dado pelo angulo STP e chamado

elongagdo do planeta P, nunca ul-

trapassa um certo valor maximo, in-

ferior a 90°. E por isso que Merciirio

e Vénus nunca sdo visiveis no zénite,

por onde eles s6 podem passar du-

rante o dia. Eles sdo visiveis ao rom-

per da manha ou ao cair da noite, ja

Figura 6 que nunca se afastam muito do Sol.
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Esses dois planetas se situam em extremos opostos, no que diz respeito a
visibilidade: Vénus € muito facil de ser visto, seja como “estrela matutina” ou
“estrela vespertina”; ele é o astro mais conspicuo e mais brilhante no céu,
depois do Sol e da Lua. Merctirio € diferente: estando muito perto do Sol, ndo
¢ facil localizé-lo, ja que sé serd visto quase ao raiar do Sol, ou pouco depois
do Sol poente, de preferéncia quando em elongacdo maxima, que

M

Figura 7

Figura 8

é, em média, de 23°. Quando isso acontece (Figura 7) o tridngulo STM ¢é
retangulo em M, logo,

SM = ST - sen 23° =~ 0,39 ST.

Vemos assim que Merctrio dista do Sol 0,39 vezes a distancia da Terra ao Sol.

O planeta Vénus, por sua vez, tem elongagio que atinge valor maximo de 47°.
Portanto, sua distancia ao Sol é (Figura 8)

SV = 8T sen 47° ~ 0,73 ST.
6. Conclusao

Os cdlculos aqui apresentados sdo uma pequena amostra do trabalho de
Copérnico na elaboracio de sua teoria heliocéntrica. Usar a teoria para fazer
previsdes sobre 0 movimento dos planetas e comparar essas previsdes com o que
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revelavam os dados da observagdo era o teste necessario para comprovar ou
refutar a teoria. Esse teste foi revelando discrepancias inaceitaveis e exigindo
ajustes nas hipdteses. J4 mencionamos um desses ajustes, que foi o de deslocar o
Sol dos centros das drbitas dos planetas. Mas as modifica¢des, ainda nas maos de
Copérnico, ndo pararam ai. As mais espetaculares mudancas viriam com Kepler,
cerca de 70 anos ap6s a morte de Copérnico. S6 entdo emergiria uma teoria
definitiva do sistema solar e que iria encontrar forma acabada na teoria da gravitagio
de Newton. Pretendemos falar sobre isso num futuro artigo.

Apéndice

Figura 9 T

Mostraremos, aqui, como se pode calcular
o periodo sideral de um planeta inferior como
Merctrio. Imaginemos o planeta em elongagao
méxima a oeste, na posicdo M, quando a Terra
se encontra em 7' (Figura 9). Sabemos, por da-
dos de observacdo, que dali a 58 dias ele esta-
rd novamente em elongaciao maxima, desta vez
ao leste, na posi¢do M,. Nesses 58 dias a Ter-
ra terd coberto um arco terd coberto um arco
T.T,= 57 como € facil calcular. Mais 58 dias e
voltaremos a ver Mercurio em elongacdo ma-
xima a oeste, na posi¢ao M,, com a Terra em
T,. Assim, em 116/\dias (58 + 58) a Terra des-
crevera o arco T, = 2 x 57° = 114°; ¢

Mércurio descreverd uma volta completa em torno do Sol, mais o arco
MM, =TT, = 114°, um total de 474°. Se P € o periodo sideral de Mércurio,

teremos:

P 116

—— . P~ 88 dias.

360 474

O procedimento € andlogo para Vénus, que tem um periodo sideral de

225 dias.
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