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.Problema para ajudar na escola: Fracao trigonomeétrica

Problema
(A partir da 1° série do E. M.- Nivel de dificuldade: Dificil)

Seja @ um angulo agudo tal que

2cos’ 0 - sen 0
sen @ +cos 0 +1

2sen® 0 - cos 6
sen 60 +cos 6 — 1

B=cos0(1+cosf)+senf(1l+senf)—1.

A
Verifique que 5= 1+ sen 6 — cos 0].

Adaptado da V ONEM, 2008.

Lembretes

& Relacao fundamental da trigonometria:

2

sen® a+cos? a =1, para qualquer medida angular c.

& Fatoracao da diferenca de dois quadrados/ Produto da soma pela diferenca:

, para quaisquer m,n € R.

Solucao

Antes de mais nada, observe que 6 é um angulo agudo, ou seja, 0 < 6 < 90° . Assim, sen 6 = 0; cos 0 # 0;sen 6 # +1 e cos 0 * +1.
A
Para simplificar as contas, vamos trabalhar separadamente com o numerador e o denominador da razao E .

» Numerador:
N 2cos® @ -sen 6
sen @ +cos 0 +1

2sen3 @ - cos 0

sen @ +cos 0 —1

sen? 6

A =2senf- 6
SRy ees <sen 0+ cos 6—1

cos? 6
+
sen 6 + cos 6+ 1

sen” - (sen 6+ cos 6 + 1) + cos? @ - (sen 6 + cos O — 1)
(sen 6 +cos @ — 1) - (sen 6 + cos 0+ 1)

A:2sen0-cose(

).(i)

= ((sen 6 + cos 0) — 1)((sen 8 + cos 0) + 1)
— (sen 6 + cos 6)? — 12

= sin? 6 + 2(sin 6)(cos 6) + cos® 6 — 1

= (sen® 6 4 cos? 6) 4 2sen @ -cos § — 1
=1+2senf-cosf—1

—[2sen 0 -cos 0] . (i)

Antes de prosseguir, observe que:

(sen @ + cos 8 — 1)(sen 0 + cos 6 + 1)

Substituindo (i2) em (%), segue que:
sen - (sen 6+ cos 6 + 1) + cos? @ - (sen 6 + cos § — 1)
2sen 6 - cos 0

A_2sen0-c050<

sen - (sen 6 4 cos 6 + 1) + cos? # - (sen 6 + cos § — 1)
A= 2sen#-7os 0

2 —cos 0
A =sen’- (sen 6+ cos @+ 1) + cos® 0 - (sen 6 + cos § — 1)
A =sen® - (sen 6+ cos ) + sen? O + cos? O(sen 0 + cos 0) — cos? 0
A = (sen 0 + cos ) - (sen® § + cos® #) + sen” § — cos® 0
A = (sen 0 + cos 0) - 1 + sen? 6 — cos? §
A = sen 6 + cos 6 + (sen? 6 — cos? §)
A = (sen 0 + cos 0) + (sen + cos0) - (senf — cos )

(i)

)

A = (sen 0+ cos 0) - (1 + senf — cos ) |.

» Denominador:

B=cos0(1+cosf)+senf(1+senf)—1
B =cos 0+ cos? 0 +sen 0 +sen® 6 — 1

B = cos 0+ sen 0 + (cos? 0+ sen® 6) — 1
B=cosf+senf+1-—1

B=cos0+sen | (iv)

Finalmente, por (#%¢) e por (iv) concluimos que,

~ (sen 0+ cos ) - (1 +senf — cos0)
N cos 6 + sen 6

0s 6) - (1+senf — cosf)

(sen

cQ en 0

=1+senf — cos@.

ol Wi Wl

A
Assim, de fato, B =1-+senf — cosf |.

Solucdo elaborada pelos Moderadores do Blog.
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