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Problema para ajudar na escola: Um sistema complicadinho

Problema
(A partir da 1° série do E. M.- Nivel de dificuldade: Dificil)

Determine a solucao do sistema de inequacdes abaixo.
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! gk (1) O grafico de uma funcéo quadratica h : R — R dada por h(z) = az® + bz + ¢, a # 0 , é uma parabola com eixo de simetria !
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' paralelo ao eixo Oy, sendo sua concavidade voltada para cima se a > 0 e voltada para baixo se a < 0. '
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i v/ 0 ponto de minimo e o valor minimo da fungéo h, se a concavidade estiver voltada para cima; :
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: v/ 0 ponto de méaximo e o valor maximo da funcéo h, se a concavidade estiver voltada para baixo. :
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Solucao

Para determinar a solug&o do sistema de inequacdes dado, vamos determinar a solucdo de cada desigualdade e fazer a intersecdo das duas solucdes.

(I) Observe, inicialmente, a seguinte sequéncia de desigualdades equivalentes:
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Assim, podemos determinar a solu¢do da inequacao T < 1| fazendo o estudo de variacdo de sinal da expresséo T e
T T

determinando para quais valores reais de x essa expressao € nao positiva (negativa ou zero). Para isso, vamos estudar a variacdo de sinal do

numerador e do denominador da fracéo.

e Em um plano cartesiano xOy as equagdes y = = + 2 e y = 2z — 14 definem duas retas obliquas, a primeira cortando o eixo Ox em
x = —2easegundaemzx = 7.

Veja um esboco do grafico das duas retas:
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e o0 estudo da variagéo de sinal do quociente
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O estudo da variacao de sinal do quociente poderia também ser feito observando que:
20 —14 >0 <= 2x > 14 <— = > T;
20 — 14 =0 <— 2z =14 <— z =T,
20 — 14 <0 <= 2z <4 <= < T.

T+2>0 &< x> -2
r+2=0 <<= x= -2
T+2<0 <= z< -2

De toda forma,

2¢x — 14
——— <0 <= 2<zL7
T+ 2 X X
_ 3z — 12 _
e, portanto, a solucdo da inequacéo 212 < 1éointervalo|S; =] — 2,7] |.

(1) Para determinarmos a solucdo da desigualdade z* — 1322 + 36 < 0 teremos um pouquinho mais de trabalho!
Inicialmente, faremos uma mudanca de variavel: z2 =t. Com isso, a desigualdade z* — 1322 + 36 < 0 passara a ser escrita como
t2 — 13t + 36 < 0 e faremos, entdo, o estudo de variagdo de sinal da expresséo > — 13t 4 36 para determinarmos quais os valores reais de ¢

gue tornam essa expressao negativa. Vamos la!

« Analisaremos o sinal da fungdo f : R — R definida por f(t) = t2 — 13t + 36. Lembramos que analisar o sinal de uma func&o significa
determinar quais valores do seu dominio tém imagens iguais a zero, quais tém imagens positivas e quais tém imagens negativas. No nosso
caso, queremos determinar os valores de ¢ que tém imagens negativas.

Em um plano cartesiano tOy o gréfico de f define uma pardbola com eixo de simetria paralelo ao eixo Oy e concavidade voltada para cima.
Para tracar um esbogo dessa parabola e analisar a variagdo de sinal de f, vamos precisar das raizes da equacéo de segundo grau
t> — 13t + 36 = 0. S50 elas:
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t1 = =4 € to = - =9.
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Veja um esbogo do gréfico de f:
r'y
Y
y= fi(t)
t 1 5 >
e sua variacdo de sinal:
4 9 {
+ + >
F+++ 40 0+ +++ f(t)=1t>—13t+36

Logo, t? — 13t +36 <0 <— 4 <t <9.

Voltando a variavel inicial z, temos que z* — 1322 + 36 < 0 <= 4 < 2% < 9. Com isso, precisamos determinar para quais valores reais de
temos 4 < z? < 9.

Observe que 4 < z? < 9 é equivalente a duas desigualdades simultaneas: 4 < z2 e z? < 9. Assim, para obter a solucdo da segunda
desigualdade que comp&e o sistema inicial definido no problema, vamos resolver essas duas novas inequacdes e fazer a intersecdo de suas
solucoes.

Para isso, vamos fazer o estudo da variac&o de sinal das funcdes g, h : R — R definidas por g(x) = —4 e h(z) = z? — 9, uma vez que
2

4<z2? < 0<z2?—4elz?2<9 «— 22-9<0|.

e Os gréficos das fungdes g, h : R — R em um plano cartesiano xQy sdo pardbolas com seus respectivos eixos de simetria paralelos ao

eixo Oy e concavidades voltadas para cima.

Para um esbogo dessas parabolas vamos determinar as raizes das equagdes do segundo grau 2?2 —4=0e 2> —9=0:

2 =4 2 =9
] =2 e Ty = —2. r3 =3 e Ty = —3.

A partir dessas raizes, obtemos um esboco dos graficosde g e h :

e as duas variacOes de sinais de que precisamos:

~2 2 x ~3 3 x
} t | g } } L
F 4+ o+ () 0+++++ o F 4+ () 0+++ h

A pergunta cuja resposta fornecera a solucdo S, da desigualdade z* — 1322 + 36 < 0 é: para que valores reais de x temos |0 < 22> — 4] e

> —9<0]?

Vamos olhar as duas ultimas variac6es de sinal juntas para responder a essa pergunta e determinarmos Ss:

-3 -2 2 3 x
»
+++4++0----0++++++ x?2 -4
>
+4++0--- - ___)+++ x?2 -9
—O——O——O—O———>
Nao | Sim | Nao | Sim | Nao x*—4>0e
x? -9 <0

portanto, | Sy =] — 3, —2[U]2, 3|

Finalmente, por (I) e por (ll), a solugédo .S do sistema de inequagdes proposto no problema ja pode ser calculada:

S=5 N5,
S =1-2,7n(-3,-2[U]2,3])
S =]2,3[.

Portanto, a solugéo do sistema de desigualdades proposto é |S =]2,3[= {z € R taisque 2 < = < 3} |.

Solucdo elaborada pelos Moderadores do Blog.
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