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Solucoes de um sistema

Problema

(A partir da 1° série do E. M.- Nivel de dificuldade: Médio)

(IME, 2016 — Adaptado) Quantas solucdes inteiras o sistema de inequacodes
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: (1) O grafico de uma fungdo quadratica h: R — R dada por h(z) = az® +bx +c,a#0 , é uma parabola com diretriz |
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: paralela ao eixo O X, sendo sua concavidade voltada para cima se a > 0 e voltada para baixo se a < 0. '
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I (2) se A =b"—4ac, as coordenadas do vértice da parabola so dadas por (2v,yv) = | 5—, —— | , sendo que T, = — e Yy, = —— !
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: indicam, respectivamente: :
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! v/ 0 ponto de minimo e o valor minimo da func&o h, se a concavidade estiver voltada para cima; !
1 1
! v/ 0 ponto de maximo e o valor maximo da funcéo h, se a concavidade estiver voltada para baixo. !
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: Visualizem abaixo as informacdes fornecidas no lembrete (2), se A > 0. :
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Solucao
Observe, inicialmente, a seguinte sequéncia de desigualdades equivalentes:
x? —2x — 14 x? — 2z — 14 2 —2x—14 3z
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Assim, para determinarmos os valores inteiros de x que satisfazem o sistema
r < 10
x? —2x — 14 1
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_ o _ _ z? — bx — 14 B _ _ o
determinaremos os valores inteiros de x que satisfazem a desigualdade > 0 e verificaremos quais desses valores satisfazem a condicéo
T
z < 10.
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Para determinar os valores de x para 0s quais a expressao € positiva, vamos estudar a variacdo de sinal da expressao .
T

Para isso, inicialmente faremos um esbogo dos gréaficos das fungdes f, g : R — R definidas por f(z) = r? —bx— 14 e g9(z) = x e analisaremos o
sinal de cada uma.

Lembramos que analisar o sinal de uma funcéo significa determinar quais valores do seu dominio tém imagens iguais a zero, quais tém imagens positivas e
guais tém imagens negativas.

Vamos lal

e Em um plano cartesiano xQy o gréfico de f é uma parabola com diretriz paralela ao eixo Ox e concavidade voltada para cima. Para tracar esse

grafico e analisar a variagéo de sinal, vamos precisar das raizes da equacao de segundo grau z?> — bz — 14 = 0; s&o elas:
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Veja um esboco do grafico de f:
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e sua variacao de sinal:
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e Em um plano cartesiano Oy o gréfico de g € uma reta que passa pela origem e pelo ponto de coordenadas (2, 2), por exemplo.

Assim, temos um esbogo do grafico de g:

e sua variacao de sinal:
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Temos entdo o seguinte quadro final com a variagdo de sinais da f, da ge da — :
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Portanto, os valores reais de x que satisfazem a inequacao > (0sdotaisque—2 < x <Ooux >T7.
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Dentre esses nimeros reais, sdo inteiros e menores do gque ou iguais a 10 os seguintes valores: —1, 8, 9 e 10.

Assim, o sistema de inequacdes apresentado no problema tem |4 | solucdes.

Solucao elaborada pelos Moderadores do Blog.




