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.Problema para ajudar na escola: Soma de trés inversos

Problema

(A partir do 1° ano do E. M.)

(ONEM, 2011) Sejam a, b e ¢ nimeros reais, distintos dois a dois, tais que

a=+/1—4b— 4c,
b=+/1—4c— 4a,
c=+/1—4a — 4b .

Determinar o valor da soma — +

As Relacbées de Girard para uma equacdo cubica da forma m
— A

z° + kx> + lx +m = 0 | garantem que, se considerarmos que x1, T3 € X3 S0 as

raizes dessa equacdo, entéao:
(i) x1 + 29 + 23 = —k ;
(i) 1 -x9+ a1 -3+ X9 23 =1 ;
(4441) x1 - T - 3 = —m .
. Se A e B s&o nimeros reais, ent&o:
A* - B3=(A-B)(A>+ AB+B?) .

Solucao

Das duas primeiras igualdades dadas no problema segue que:
a®=1—4b—4c e b =1—4c — 4a,
donde
a®-b3 = (1 — 4b — 4c) — (1 — 4c — 4a)
a’-b?=1—4b—4c—1+4c+4a
a®*-b> =4(a—0).
Utilizando a segunda AJUDA, prosseguimos um pouco mais:
(a—b)(a®* +ab+b*) =4(a—b).
(a—1b) (a*> +ab+b*) —4(a—b) =0.
(a—1b) (a® +ab+b*—4) =0. (7)
Como por hipétese a, b e ¢ sdo nimeros reais distintos dois a dois, particularmente, a — b # 0. Logo, segue de (7,) que:
a’ +ab+b*—4=0|. (1)
Vamos repetir oS mesmos passos partindo, agora, da segunda e da terceira equac¢des dadas no problema. Iniciando, temos que:

b’ =1—4c — 4a e ¢ =1—4a — 4b,

donde
b¥—c3 = (1 —4c — 4a) — (1 — 4a — 4b)
B¥-c3=1—4c—4a—1+4a+4b
b¥-c3 =4(b—c).
Utilizando a segunda AJUDA, prosseguimos um pouco mais:
(b—c) (B* +bc+c?) =4(b—c).
(b—c) (B +bc+c?) —4(b—c)=0.
(b—c) (B® +bc+c?—4) =0. (4d7)
Como b e ¢ sdo nimeros reais distintos, b — ¢ # 0. Logo, segue de (2i%) que:

b +bc+c?—4=0]. (iv)

Agora, fazendo a diferenca entre as igualdades (%) e (iv), obtemos que:
a’*+ab+b —4— (B> +bc+c*—4) =0
a’>+ab+b —4—-b —bc—c*+4=0
a’>+ab—bc—c?=0
a’+ab—bc—c*+ (ac —ac) =0
a’ +ab-+ac—ac—bc—ct =0
a(a+b+c)—cla+b+c)=0
(a—c)(a+b+c)=0. (v)

Como a e ¢ s&o nameros reais distintos, a — ¢ # 0, donde concluimos de (v) quefa +b+c¢ =0 |

Utilizando a relacio[a + b + ¢ = 0 |nas igualdades |a® =1 —4b —4¢|, |[b® =1 —4c — 4a| e |® =1 — 4a — 4b| obtemos que:

a>=1-4(0b+c) ¥»=1-4(c+a) cc=1-4(a+Db)
a® =1+ 4a b =1+4b 2 =1+14c
a®—4a—-1=0 ¥ —4b—1=0 S —4c—-1=0

As (ltimas igualdades de cada um dos trés casos nos mostram que os nimeros reais a, b e ¢ sdo raizes duas a duas distintas da equacio
X3 —-4X-1=0.
Assim, pelas Relacées de Girard para equacdes cubicas, temos que:

ab+ac+bc=—-4 e abc =1,

donde, finalmente, segue que:
1 1 1_bc—i—ac—i—ab_ab+ac+bc —4

b ¢ abc abc 1’

ouseja,|—+ -+ — = —4|.
a c

Solugado elaborada pelos Moderadores do Blog.




