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.Problema para ajudar na escola: Uma sequéncia natural

Problema

(A partir da 22 série do E. M.)

(Adaptado da Olimpiada Matematica Espafola-2000) Considere a sequéncia (al,ag,ag, <o, 2019, *° ) de
numeros naturais assim definida:

a1:3
Qi1 = ap + a2, paran > 1

Determine os dois Ultimos algarismos do termo a9g19 dessa sequéncia.

Solucao

Vamos inicialmente calcular os primeiros termos da sequéncia definida no problema:
a O primeiro termo ja esta explicitamente definido: .

A partir da formula
_ 2 ;
Qpy1 = Qp +ap , (7/)

vamos calcular alguns dos termos seguintes:

e Substituindo n =1 em (%), obtemos
a1 =a; +a?
ay =3+ 32
as = 12].

s Substituindo n = 2 em (%), obtemos

azi1 = ap + a’
az =12 + 122

[as = 156].

e Substituindo n = 3 em (Z), obtemos

2
as+1 = a3+ a3
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as = 156 + 1562

[as =24492].

s Substituindo n = 4 em (4), obtemos
as1 = a4 + a’
a5 = 24492 + 24492
[as = 599 882556 |.

Com esses célculos iniciais, j4 podemos observar que:
say=3+32=3-(1+3)=[3-4]
sa3=124+122 =12 (1+12) =[12-13
s ay = 156 + 156> = 156 - (1 + 156) = [156 - 157
s a5 = 24492 + 244927 = 24492 - (1 + 24492) =

ou seja,

alanH :an-(an—i—l)l.

E essa observagdo procede, ja que

|an+1:an+a%:an(1+an):an-(an+1) | (i7)
Analisando os primeiros resultados
e a9 — 12
= a3 = 156

e aqg =[156-157]| = 24492
= a5 = 599 882 556

parece que, a partir do terceiro termo, estd surgindo um padrdo com relacdo aos dois Ultimos algarismos dos
termos da sequéncia: se um termo da sequéncia termina em 56, o termo seguinte termina em 92.
Sera que € isso mesmo?
- Vamos investigar!
(1) Suponhamos que um termo a,, termine em 56. Assim, a,, é da forma a,, = 100k + 56, para algum nimero
natural k.
Com isso, por (zz), teremos que:
Amt1 = A - (@, + 1)
am+1 = (100k + 56) - ((100k + 56) + 1)
am+1 = (100k + 56) - (100k + 57)
Am+y1 = 10000k? + 5700k + 5600k + 3192
am+1 = 100 (100k* 4 57k + 56k) + (3100 + 92)
am+1 = 100 (100k* 4 57k + 56k + 31) + 92.
Se t = 100k” + 57k + 56k + 31 , entdo
am+1 = 100t +92, comt € N,
ou seja @y, 11 termina de fato em 92.
(2) Suponhamos que um termo a,, termine em 92. Assim, a,, é da forma a,, = 100k + 92, para algum nimero
natural k.
Com isso, por (i), teremos que:
Ami1 = A - (@ + 1)
am+1 = (100k +92) - ((100k + 92) + 1)




am+1 = (100k + 92) - (100% + 93)
ami1 = 10000k? + 9300k + 9200k + 8556
am+1 = 100 (100k* + 93k + 92k) + (8500 + 56)
am+1 = 100 (100k? 4 93k + 92k + 85) + 56.

Se t = 100k? + 93k + 92k + 85 , entso
am+1 = 100t + 56, comt € N,

ou seja a1 termina de fato em 56.

Podemos ir além...

Observe que, como

as = 156, aq = 24492, a5 = 599 882 556,

por (1) e (2), podemos concluir que
= termos da sequéncia com indices impares terminam em 56

s termos da sequéncia com indices pares terminam em 92.

Portanto, como 2019 ¢é impar, os dois Gltimos algarismos do termo asp1g sdo 56.

Solucao elaborada pelos Moderadores do Blog.
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