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.Problema para ajudar na escola: Uma funcao de Euler

Problema

(A partir da 12 série do E. M.)

Leonhard Euler (1707-1783) foi um brilhante matematico suico que deixou inimeras
contribuigdes ndo s6 para a Matematica, mas também para a Fisica, para a Quimica e
para a Astronomia.

Entre seus inumeros feitos, Euler definiu uma importante funcdo, comumente
denotada pela letra grega ¢ (phi), bastante utilizada em Teoria dos Numeros, em

particular na Criptografia.

Essa fungdo, hoje conhecida como funcdo ¢ de Euler, associa a cada inteiro positivo
1 a quantidade de inteiros positivos menores do que n que sao coprimos com
n.

Considere a fungao
©0:{1,2,3,4,5, ---} — {1,2,3,4,5, ---}
n— ¢(n)
em que go(n) é a quantidade de inteiros positivos menores do que 7@ que sdo coprimos com 7.

(a) Determine ¢(20).
(b) Determine ¢(23).

(c) Se p é um numero natural primo, determine go(p).

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

@ Lembrete

‘-ek Se M e N sdo numeros naturais tais mdc(n,m) =1, entdo m e n sdo ditos

coprimos, ou relativamente primos ou, ainda, primos entre si.

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________

Solucao

(a) Poderiamos calcular o mdc entre 20 e todos os nimeros naturais menores do que 20 e contarmos aqueles

para os quais o mdc é igual 1. Mas podemos economizar tempo e contas, observando que:
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» Como 20 é um nlmero par, entdo todo nimero natural par a é tal que mdc(a,20) # 1; ja que,
nesse caso, mdc(a, 20) > 2.

» Como 20 é um mudltiplo de 5, entdo todo numero natural b multiplo de 5 é tal que mdc(b, 20) # 1;
jé que, nesse caso, mdc(b, 20) > 5.

Dessa forma, ndo precisamos calcular o mdc entre 20 e os nimeros naturais menores do que 20 que s3o pares ou
multiplos de 5. Vamos entdo aos calculos, lembrando que a decomposicdo de 20 como produto de poténcias de

nGmeros primos é 20 = 2% . 5.

mdc(20,1) =1 ; mde(20,3) =1 ; mde(20,7) =1 ; mde(20,9)=1 ; mde(20,11)=1 ;
mdc(20,13) =1 ; mde(20,17) =1 ; mdc(20,19) = 1.

Pelos nossos célculos, concluimos que |¢(20) = 8 |.

(b) Neste item também poderiamos calcular o mdc entre 23 e todos os nimeros naturais menores do que ele.
Mas observe que 23 é um nimero primo; assim, se £ é um nimero natural menor do que 23, todos os fatores

primos de  sdo menores do que 23 e, com isso, mdc(23,x) = 1. Assim, todo nimero natural menor do que 23

é coprimo com 23; portanto, concluimos que [¢(23) = 22 |.

(c) Este item é uma generalizagdo do item anterior, por isso vamos utilizar o mesmo raciocinio!

Sejam p um numero natural primo e M um ndmero natural menor do que p. Note que qualquer divisor ddem é
tal que d < m, donde d < p. Como p e 1 s&o os Unicos divisores de p, entdo p e m tém apenas um divisor
comum: 1.

Dessa forma, qualquer niumero natural ndo nulo ™M menor do que p é tal que mdc(p, m) =1 e, portanto, os

coprimos com P menores do que ele s&o:

1,2,3,...,p—1

p—1

Com isso, concluimos que se p é um numero natural primo, entdo (p(p) =p—1|.

Assim, em particular, ©(11) =10 , ¢(13) =12 , p(19) =18 , p(2719) = 2718 , ©(8893) = 8892 e
¢(p) =p— 1, para todos os 1229 niimeros desta lista.

Solugdo elaborada pelos Moderadores do Blog.

Um video

A fungdo ¢ de Euler é também conhecida como fungéo totiente de Euler e pode
ser denotada igualmente pela letra grega phi maiuscula: ®.

Assista a um video da Khan Academy sobre essa fungdao e aprenda um pouco mais

Bons Estudos!

Clique AQUI para abrir o video.
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Temas Graphene
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https://www.youtube.com/embed/3MryVNzS3o4
https://www.graphene-theme.com/
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