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.Problema para ajudar na escola: Um multiplo de 45

Problema

(A partir do 9° ano do E. F.)

(Junior Mathematical Olympiad 2010) Um nUmero de oito digitos | M = aaaabbbbl é mdiltiplo de 45.

Quais os possiveis valores para o algarismo a?

| A
®
> Divisibilidade por 45: Um numero natural n é divisivel por 45 se, e somente se, n for divisivel
‘_-,!L simultaneamente por 5 e 9.

Observacao importante

Cuidado com uma possivel generalizagdo desse critério: observe que 36 é divisivel simultaneamente por 4 e 6,
mas 36 ndo é divisivel por 24 = 4 - 6.
Isso acontece porque o maximo divisor comum entre 4 e 6 é diferente de 1.

Uma generalizagao correta seria a seguinte:

s Sejam a e b nimeros naturais tais que mdc(a,b) = 1.

Um numero natural 1 é divisivel por a - b se, e somente se, n for divisivel simultaneamente por a e b.

Solucao

Pelo critério de divisibilidade apresentado na Ajuda, o nimero natural M é multiplo de 45 se, e somente se, M for

multiplo simultaneamente de 5 e 9. Vamos entdo analisar essas duas hipoteses separadamente.

e Como M é multiplo de 5, entdo o Gltimo algarismo de M é 0 ou 5. Com isso,

»b=00ub=>5. (2)

@ Como M ¢é mdltiplo de 9, entdo a soma dos digitos de M deve ser um mdltiplo de 9, ou seja,
at+a+a+a+b+b+b+b=4(a+b) édivisivel por 9.
Como 4 n&o tem fator comum com 9, ent8o, para que 4 (a + b) seja divisivel por 9, é necessario que a + b seja
divisivel por 9.
Mas a e b sdo algarismos e a 75 0 (Lembre-se de que a é o primeiro algarismo de um nldmero com oito digitos.), entao

0 < a + b < 18. Dessa forma, para que a + b seja divisivel por 9 temos duas possibilidades:
sa+b=9 oua+b=18. (22)
Dessa maneira, analisando simultaneamente (%) e (¢%), temos que:
e Seb =0, entdo a =9 ou a = 18. No entanto, a é um algarismo; consequentemente, a ndo pode ser 18.

e Seb=2>5, entdo a =4 ou a = 13. Observe que a é um algarismo; logo, a também n&o pode ser 13.

Pelo exposto, vemos que existem apenas dois valores possiveis para a: [a =9 | ou la = 4.

Solucao elaborada pelos Moderadores do Blog.
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