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.Problema para ajudar na escola: Um desenho desafiador

Problema

(A partir do 9° ano do E. F.)

(XX OPM, 2001 - Adaptado) No interior de um retangulo, foram desenhados dois tridngulos e uma circunferéncia,
conforme mostra a figura.
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Sabendo que a circunferéncia tangencia os trés segmentos nos quais se apoia, quanto mede a area da regido
colorida?

Soluciao

Para facilitar a solucdo, vamos nomear o retangulo de ABCD, o centro da circunferéncia de O, seu raio de 7 e os
seus pontos de tangéncia com relacdo aos segmentos nos quais ela se apoia de F', G e H, conforme indica a

figura abaixo.
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A &rea da regido colorida é a soma de trés &reas: as areas dos triangulos AED e BEC e a &rea do circulo de
centro em O e raio 7.

» Areas dos triangulos AED e BEC
As areas dos triangulos sdo iguais e podem ser calculadas sem muita complicagdo, ja que os triangulos em questdo

sdo triangulos reténgulos e, portanto, seus catetos podem ser considerados como base e altura. Assim:
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» Area do circulo

Aqui teremos um pouco mais de trabalho...

= Observe, inicialmente, que HEG é um &ngulo reto.

Com efeito, note que os tridngulos retangulos AED e BEC s&o isésceles; logo, os dngulos das respectivas

bases medem 45° cada. Com isso, a medida do angulo AEB ¢|180° — 45° — 45° = 90°] .

s Observe também que o quadrildtero OGEH é um quadrado.

Com efeito, note que os angulos OGE, GEH e EHO medem 90° cada; logo, o quarto angulo interno do
quadrilatero, HOG, também mede 90° e, portanto, o quadrildtero OGEH é um retdngulo. Mas é um
retdngulo com dois lados adjacentes com o mesmo comprimento 7; logo, é um quadrado, de fato.
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Podemos entdo fazer um desenho mais completo da figura fornecida pelo problema e obter o valor de 7, que
permitird obtermos a area do circulo que compdse a regido colorida.
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Vamos aplicar o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retangulo OG E. Para isso, observe que o comprimento em ¢m
do segmento OF, hipotenusa do tridngulo, é 2 — r e assim:

(2—7‘)2 =7’ 4l

4—dr+r* =2r°

r’+4r—4=0. (i)
Resolvendo a equacgao do segundo grau (zz) obtemos que:
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Mas 7 é o comprimento de um segmento e, portanto, maior do que zero. Assim, 7 = 2\/5 —2cm.

r

r

Dessa forma, a &rea do circulo de centro em O e raio 1 é

o Asire =(2v2-2)" =7 (8 —8vV2+4) =7 (12— 8v2) em?. (i)

» Area da regido colorida

Por () e (44%), temos que a 4rea da regi&o colorida pode ser assim calculada:

A = Aapr + Agc + Acirc
A =2+2+7 (12— 8v2)
A =4+7(12-8v2).

Portanto, a rea da regido colorida é |4 + 7 (12 — 8\/5) cm?

Solugao elaborada pelos Moderadores do Blog.
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