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.Problema para ajudar na escola: Um desafio trigonométrico

Problema

(A partir da 12 série do E. M..)

(ONEM, 2004 - Adaptado) Sejam x, Y e 2 numeros reais, com 0 < x, y, 2z < T, tais que

cosx +cosy+cosz =0
cos 2x + cos 2y + cos 2z = 0
cos 3z + cos 3y + cos 3z = 0.

Determine TODOS os valores numéricos possiveis da soma |sen = + sen y + sen 2| .

@ Lembretes

~ (1) cos2a = 2cos®a — 1.

(“k (2) cos 3a = 4cos®*a — 3cos a .
!

(3) se a, b e ¢ sdo nimeros reais tais que a+b+c=0, entdo
a® +b® + ¢ =3abe.
Se vocé precisar de justificativas, clique no botdo abaixo. (No se esqueca de ocultar as informacdes

depois de utilizd-las, para ndo sobrecarregar a pagina.)

..................................................................................................................................

Lembrete (1)

Da férmula do cosseno da soma de dois nimeros reais a e b, sabemos que:
cos(a+b) =cosa-cosb—sena-senb.

Assim, se a = b, segue que:
cos(a+a)=cosa-cosa— sena-sena
cos 2a = cos’a — sen’a.

Mas a relacdo  fundamental da trigonometria nos garante que
2

2 )
’sen a + cos“a = 1|; assim,

cos 2a = cos’a — (1 — COSQCL)
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cos 2a = cos’a — 1 + cos’a

|cos 2a = 2cos*a — 1/.

__________________________________________________________________________________________________________________________________

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Lembrete (2)

Da férmula do cosseno da soma de dois nimeros reais a e b, sabemos que:
cos(a+b) =cosa-cosb—sena-senb.
Assim, se b = 2a, segue que:
cos(a + 2a) = cosa - cos2a — sena - sen2a
cos(3a) = cosa - cos2a — sena - sen 2a.
Utilizando a igualdade anterior, temos que:
cos(3a) = cosa - (2cos’a — 1) — sena - sen2a
cos(3a) = 2cos®a — cosa — sena - sen 2a. (%)
Da férmula do seno da soma de dois nimeros reais a e b, temos que:
sen(a+b) =sena-cosb+ senb-cosa
assim, se a = b, segue que:
sen(a+a) = sena-cosa+ sena-cosa
sen(2a) = 2sena - cosa.
Substituindo essa Ultima igualdade em (x):
cos(3a) = 2cos®a — cosa — sena - (2sena - cos a)
cos(3a) = 2cos®a — cos a — 2sen’a - cos a
e, utilizando mais uma vez a relagao fundamental da trigonometria, vem que:
cos(3a) = 2cos®a — cosa — 2 (1 — cos?a) - cos a

cos(3a) = 2cos®a — cos a — 2cos a — 2cos®a

|cos(3a) = 4cosa — 3cos a| .

..................................................................................................................................

Lembrete (3)

Sejam a, b e ¢ nimeros reais taisquea + b+ c = 0.
Assim, a = —b — ¢ e, portanto, segue que:
B+ +E=(-b—c)+b°+¢
——(b+c)+b2+¢
= — (b® +3b%c+3bc® + ) +b* +
b —3c—3b? -+ + ¢
—3b%c — 3bc?
=3bc(—b—c).
Como —b — ¢ = a, entdo:
a® + b + ¢ = 3bca = 3abe.

__________________________________________________________________________________________________________________________________

Solucao

= Vamos, inicialmente, aplicar a identidade do Lembrete (2) na terceira equacdo fornecida pelo problema e

fazer algumas continhas:




cos 3z + cos 3y + cos 3z =0
(400331: — 3cos ac) + (4cos3y — 3cos y) + (4cos3z — 3cos z) =0
4 (cos’m + cosy + cos®z) — 3 (cos & + cosy + cos z) = 0. (¢)
Pela primeira equagdo fornecida pelo problema cos  + cos y + cos z = 0 ; assim, segue de (z) que
4 (cos’z + cos*y + cos®z) =0
cos3z + cos®y + cos®z = 0. (i7)
Por outro lado, como cos « + cos y + cos z = 0, segue do Lembrete (3) que

cos®x + cos®y+ cos*z =3 - cosx - cosy - cos z. (241)

De (43) e (i41), temos que [3 - cos x - cosy - cos z = 0, donde segue que |[cos x - cosy - cos z = 0] .

Em um produto igual a 0, pelo menos um dos fatores é 0; assim, sem perda de generalidade, vamos supor
que cosx = 0.
Dessa forma, de cos  + cos y + cos z = 0, segue que
cosy+cosz=0
ou seja,

COS Yy = —COS 2. (tv)

(]

Vamos aplicar agora a identidade do Lembrete (1) na segunda equacdo fornecida pelo problema e fazer

mais algumas continhas:

cos2x +cos2y—+cos2z=0
(2cos2x — 1) + (2c052y — 1) + (2cos2z — 1) =0
2 (cost + cos’y + 00322) -3=0

2 2 2 3
cos“xT +cos“y+cos“z = — .

2
Como estamos supondo cos ¢ = 0, entdo
3
cos’y+ cos’z = 5 (v)
Substituindo (iv) em (v), obtemos que:

(cosy)® + cos?

3
2
(—cos z)? + cos’z = =

(cos z)* + cos®z =

N o

cos’z+ cos’z =

N | oo

2c0s%z = —
2
9 3

cos“z = —
4

V3

cosz==+—.
2

Por (iv), podemos afirmar que:

V3 V3

» Se cos z = T , entao cosy:—T.
V3 V3
» Se secosz:—T , entdo cosy = D

Dessa forma, temos duas possibilidades para analisar:

(I), cosz:g e |cosy=—

s

e




1 | v3

COS 2 — —

e |cosy=

V3

Em cada possibilidade,

(1)

ecosx =0

2

Sen 2

r=1—cos*x
sen?z =1-—02

2,
sen‘r=1-—0
sen?z =1

senx = *+1

Como senz >0, [senz =1].
(1)

ecosx =0

2

sen 2

r=1-—cos*x
sen’z =1—02

2,
sen‘z=1-—0

2

sen‘rx =1

senx = *1

Como senz > 0, [senz =1l

vamos obter

os valores de senT, seny e

3
OCOSZ:§
2

Sen 2

z=1—cos*z

2
sen?z=1-— <?)

sen2z:1—%
2,1

sen“z =7

senz:i%

Como sen z > 0,

senz= —|.
2

3
ocosz:—\/T

2

sen 2

z=1—cos*z

2
sen?z=1-— <—§>

2

sen 3

ZIl_Z
2 1

SeNn Z:Z

sen z = :l:%

Como sen z > 0,

sen z = —|.
2

Pelo exposto, a soma |sen T+ seny—+ sen z| tem um valor Unico:

senz e
|$en T+ seny+ sen z| solicitada no problema. Para isso, utilizaremos a relagdo fundamental da trigonometria:

sen?0 + cos?0 = 1 e observaremos que 0 < , y, z < T e, portanto, sen &, seny, sen z > 0.

1 1
senx+seny+senz=1+ -+ - =2

2 2

encontrar a soma

ocosy:—g

sen’y=1— cos’y

=\ 2
sen?y=1— (—%)

sen2y:1—%
sen2y:i

seny = i%

Como seny >0, [seny =

B

® cosy=

sen’y=1— cos’y

2\ 2
sen’y=1— (%)

senQyzl—%
sen?y =1
senyz:ﬁ:%

Como seny >0,

seny = 1|.

Solucao elaborada pelos Moderadores do Blog.

Temas Graphene.
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