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.Problema para ajudar na escola: Trés nimeros naturais complicados de se achar

Problema

(A partir da 12 série do E. M.)

Determinar todos os niumeros naturais a, b, c,com0 <a<b<c,tais que

(r2) o) (2) -

Soluciao

1

1 1
Observe, inicialmente, que se 0 < & < y, entdo — < — e, consequentemente, 1 + — <14 —.
Y T T
Dessa forma:

1 .
quanto menor(maior) o valor de z, maior(menor) o valor da expressdo 1 + — . (z)
z

Sejam, entdo, a, b, c nimeros naturais, com 0 < a < b < c.

(1) Veja que, se tivéssemos nimeros naturais a, b, ¢, com 3 < a < b < ¢, por (), o maior valor que o produto

(12)-(1+3)-(1+3)

poderia assumir seria quando a = b = ¢ = 3, o que resultaria em

()03 () (-5

Mas observe que E < 3; assim, ndo podemos ter 3 < a e, com isso, para que a igualdade se verifique, devemos

terla = 1] oula :2l .
(2) Vamos supor a = 2 e ent&o temos m .

(2.1) se 3 < b, a observagdo (%), nos indica que o maior valor do produto

1 1 1
<1+).(1+).(1+)
a b c
ocorre quando b = ¢ = 3 e esse valor é
1 1 1 48
1+—)-(14+=)-([1+=) =— <3.
(13)-(5) - (1+5) - <

Assim, ndo podemos ter 3 < b e, com isso, para que a igualdade se verifique, a Unica hipdtese seria b = 2,
jdque2=a <b.

(2.2) Vamos, entdo, supor a = b = 2 e tentar encontrar valores para o nimero natural ¢. Vejamos:

Y (o
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3

3+—=4
c

3c+ 3 =4c

c=3.

Com isso temos uma primeira solucdo para o problema: |a =2;b=2;c= 3| .

(3) Vamos supor a =1 e agora temos |1 =a < b < ¢|.

(3.1) Neste caso, se 5 < b, a observaggo (%), nos indica que o maior valor do produto

(+2) (+5) (42
(o) () fod) B

Assim, aqui ndo podemos ter 5 < b. Logo, para que a igualdade se verifique, as Unicas hipdteses seriam

ocorre quandob =c =5

b=1,2, 3,4 e devemos testa-las uma a uma para tentar encontrar um valor natural para c.
(3.2) substituindo a = b = 1 na igualdade, segue que:

QNGURGE

1
4-<1+—) =3
c

4
4+4-=3
C

4c+4 = 3¢
c=—4,

mas —4 ndo é um ndmero natural.
(3.3) substituindo a = 1 e b = 2 na igualdade, teriamos:

QUSRI

2.§.<1+1>—3
c

2
1
1+-=1
1 c
— =0,
C

0 que é impossivel!
(3.4) substituindo agora @ = 1 e b = 3 na igualdade, vem que:

QHEERUEE

4
2-—-|(1+—=) =
s (1
1
8-(1+—>—9
c
8
8+—=9
c
8 +8 =9¢,
c=28

e obtemos mais uma solugdo para o problema:|a =1;b=3;c= 8| .
(3.5) substituindo a = 1 e b = 4 na igualdade, vem que:

ISR

5 1
2-—-<1+—):3
C

4
1
5-(1+—> =6
c
5
54+ —=6
c
5¢+ 5 = 6¢
c=35,

e conseguimos outra solugdo para o problema: | a=1;b=4;c= 5| .

Portanto, existem somente trés solucdes para o problema:

a=2;b=2;c=3|, |a:1;b:3;c=8|e |a:1;b:4;c:5|.

Solucao elaborada pelos Moderadores do Blog.
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