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.Problema para ajudar na escola: Todas as diferencas

Problema

(A partir do 9° ano do E. F.)

(Um Circulo Matematico de Moscou - Adaptado) Amanda escolheu onze numeros naturais e, dois a dois,
calculou todas as diferencas possiveis entre esses nimeros.
E possivel garantir que Amanda tenha encontrado alguma diferenca divisivel por 5?

E por 10?
| @ Ajuda para as Solugdes 1 e 2 |
‘.% Principio das casas de pombos: Se tivermos n + 1 pombos para serem colocados

em 7T casas, entdo pelo menos uma casa devera conter mais de um pombo.

(Se vocé nédo se conhece esse Principio, clique AQUI.)

________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

Solucéo 1

O Ultimo algarismo de qualquer nimero natural ¢ 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 ou 9, ou seja, sdo dez possibilidades.
Assim, como Amanda escolheu onze niimeros, na pior das hipoteses, dois deles terminam com o mesmo algarismo.
Essa afirmacdo é bastante intuitiva, mas é garantida matematicamente pelo Principio das casas de pombos: temos
10 algarismos finais (casas) para serem associados a 11 niimeros (pombos); entdo pelo menos um algarismo final
deverd ser associado a mais de um numero.

Dessa forma, a diferenca de dois dos nimeros que tém o mesmo algarismo final sera um nimero que termina em
zero:

a1a2---u—blb2---u:clcQ---O.
Bom, um numero que termina em zero é divisivel por 10 e, consequentemente, por 5. Assim, Amanda com certeza

encontrou pelo menos uma diferenca divisivel por 5 e por 10.

Solugao elaborada pelos Moderadores do Blog.

................................................................................................................................................................

@ Ajuda para a Solugao 2

[%k Sejam N e a nUmeros naturais, com a 7& 0.
O que acontece com o quociente e o resto da divisao de n por a?

Observemos...

n | a Ao dividirmos 1 por a encontraremos um quociente g e um resto
7, naturais e Unicos, tais que:

r4q (1)0<r<a (2)n=gxa+r.

________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
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Solucao 2

Embora seja possivel resolver os itens (a) e (b) simultaneamente, vamos resolvé-los separadamente para reforgar

o raciocinio que utilizaremos.

(a) Utilizando a segunda Ajuda, observamos que, ao dividir um ndimero natural por 5, podemos obter cinco
restos: 0, 1, 2, 3, 4. Assim, temos 5 restos para serem associados aos 11 nimeros escolhidos por Amanda
e com isso, pelo Principio das casas de pombos, pelo menos um resto devera ser associado a mais de um
desses nimeros, digamos numeros & e Y.

Utilizando a segunda Ajuda novamente, temos:
r=bg+r e yYy=>bqg+7r,comr qi, g €N taisque 0 <7 <5.
Dessa forma, supondo sem perda de generalidade que * > Yy, obtemos que
z—y=5(q1 —q2)+0,comgs — g2 € N.

Pela unicidade do resto em uma divisdo, concluimos que a diferenga * — y é divisivel por 5.

(b) Utilizando a segunda Ajuda, observamos que, ao dividir um nimero natural por 10, podemos obter dez
restos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8 9. Assim, temos 10 restos para serem associados aos 11 numeros
escolhidos por Amanda.

Logo, pelo Principio das casas de pombos, pelo menos um resto devera ser associado a mais de um desses
nimeros, digamos os nimeros t e 2.

Utilizando a segunda Ajuda novamente, temos:
t=10g3+7r1 e z=10q4 + 171 ,comry, q3, g4 € N tais que 0 < r; < 10.
Dessa forma, supondo sem perda de generalidade que t > 2z, obtemos que
t—2=10 (g3 —q4) +0,comgs —qs € N.

Pela unicidade do resto em uma divisdo, concluimos que a diferenca t — z ¢é divisivel por 10.

Solucao elaborada pelos Moderadores do Blog.
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