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.Problema para ajudar na escola: Primos entre si - um desafio

Problema

(A partir do 9° ano do E. F.)

Dois nimeros naturais sdo ditos primos entre si se 0 maximo divisor comum entre eles (mdc) for 1.
Quantos sao os pares ordenados (a,b) formados por nimeros naturais ndo nulos a e b, primos entre si, tais que

a +b=1000

Solucao

Seja @ um numero natural ndo nulo menor do que 1000.
(z) Observe, inicialmente, que se a +b = 1000 , entdio b = 1000 — a é também um numero natural.
(#2) Se a + b = 1000 , observe também que:

Se a for um némero par, entdo b também é um numero par.

Com efeito, se @ € um namero par, entdo a = 2kj, para algum nUmero natural ndo nulo ki,
k1 < 500. Dessa forma, temos que:

b = 1000 — 2k; = 2(500 — k7).
Set; =500 — k1, entdo b = 2t1, com t; € N, e assim concluimos que b é par.

Se a for um multiplo de 5 ento b também é um multiplo de 5.

Com efeito, se @ é um nimero multiplo de 5, entdo a = 5ks, para algum nUmero natural ndo
nulo ko, ko < 200. Dessa forma, temos que:

b = 1000 — 5ky = 5(200 — k2).
Sety = 200 — ko, entdo b = bty, com ty € N, e assim concluimos que b é maltiplo de 5.

Dessa forma:
» Se a for par, entdo b é par e, portanto, a e b ndo s&o primos entre si.

» Se a for multiplo de 5, entdio b é multiplo de 5 e, portanto, a e b ndo sdo primos entre si.

(Z’L’L) Além de a + b = 1000 , suponhamos agora que @ ndo seja par e nem um mdltiplo de 5 e que d seja
um divisor comum de a e de b.
Sendo divisor de a e de b, necessariamente d é um divisor de 1000 e 1000 = 2 x 53 . Mas os divisores de
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d sdo divisores de @ e como a ndo é par e nem multiplo de 5, concluimos que s6 existe uma opgdo para d:

d =1; e, portanto, a e b s3o primos entre si.

Perceba que, por (i), (i) e (iii), conseguimos uma maneira indireta de contarmos as solugdes do
problema, pois o nimero de pares (a,b) de nimeros naturais ndao nulos, primos entre si, tais que
a+b=1000 é a quantidade de nimeros naturais a, 0 < a < 1000, tais que a ndo é par nem miiltiplo
de 5.

Vamos entdo a contagem.

s
1 2 3 998 999

De 1 a 999:

s existem 999 nimeros naturais ndo nulos;
= existem 499 nimeros pares;

s dos 500 nimeros impares restantes, um quinto sdo multiplos de 5: 100 nimeros.

Logo, a quantidade de pares (a, b) de nimeros naturais ndo nulos primos entre si tais que a + b = 1000 é:

999 — 499-100 = .

Solugdo elaborada pelos Moderadores do Blog.
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