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.Problema para ajudar na escola: Duas ltnulas coloridas

Problema

(A partir da 12 série do E. M.)

Informalmente, chamamos de ltnula a figura geométrica limitada por dois arcos circulares de raios distintos.
A figura a seguir mostra uma linula definida por um arco da circunferéncia C7 e um arco da circunferéncia Cs.
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Segundo a Histéria da Matematica, as IUnulas foram objeto de estudo do matematico grego Hipdcrates de
Chios/Quios, nascido na ilha de Chios, do século V A.C. (N&o confunda o Hipécrates das linulas com outro: Hipécrates de Cos,

conhecido como o Pai da Medicina Moderna.)

(a) A figura abaixo mostra um tridngulo retdngulo de catetos 6¢cme 8cm e trés semicircunferéncias tendo os
lados desse triangulo como diametros.
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Determine a soma das areas das duas lunulas coloridas.

(b) Tente estabelecer o caso geral da soma das areas de duas lunulas definidas por arcos cujos diametros sdo os
lados de um tridngulo retangulo de catetos com comprimentos b e ¢ e hipotenusa medindo a.
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Solucao

(a) Se denominarmos as areas das duas linulas por L7 e Ly, conforme mostra a figura abaixo, observamos que a

area de cada lUnula é a area do respectivo semicirculo que a define menos a respectiva area dentre as que
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denotamos por S1 e S3. Como a &rea do semicirculo de didmetro AB é = 87 e a érea do semicirculo de
2
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didmetro AC' é = —, segue que:
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L1=87T—51 e LQZT—SQ . (Z)
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Assim, por (%), a soma das &reas das duas IGnulas coloridas é
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Ly + L = <8ﬂ'+ 9—”) (51 +S5) (id)

e, portanto, precisamos determinar a soma de areas Sl + Sg. A préxima figura indica que a soma Sl + Sz é

dada pela diferenca entre a area do semicirculo de diametro BC e a &rea do tridngulo retangulo ABC.

O Teorema de Pitdgoras nos permite concluir que o comprimento h da hipotenusa do tridngulo ABC é tal que
h? = 6% 4+ 82 =100, donde segue que h = 10 cm.
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Com isso, segue que S1 + Sy = - - T e, como o triangulo ABC' é retangulo, T' = = 24. Portanto:
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Sy + 8, = Tﬁ —24]. D)

Finalmente, por (%) e (%i%), obtemos que
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L1+ Ly = (8ﬂ'+ 77T> *(SlJrSQ)

25 25
Lit Ly = (Tﬁ> - (Tﬁ 24)

Ly + Ly = 24 cm?.

Logo, a soma das areas das duas linulas coloridas é |24 cm? |.

(b) A primeira vista, é surpreendente que uma &rea que envolva reas de semicirculos e, consequentemente, o
numero 7r, seja um numero racional; no nosso caso, até inteiro. Mais ainda, note que a soma das areas em questdo

€ igual a area do tridngulo retangulo, cujos lados definiram as duas lunulas.

Coincidéncia?

Vamos mostrar que ndo. Para isso repetiremos o raciocinio que desenvolvemos no item (@), para um triangulo

retdngulo genérico de lados a, b, c.

Observe que:
o Area do  semicirculo de diametro
AB L1+ 5
c\2
(<
% =L+ 51 (1)
e Area do semicirculo de  didmetro
B :‘fé : Ly + S5
b2
(3)

=Ly + 52 (43)

e Area do triangulo ABC
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Somando as equagdes 2),( ) (227,) segue que:
b
o @ bxe 6
5 = (L1 +81) + (L2 + S2) +
b X c
g < > (L1+L2)+(51+52+T)
8(b2+c)+T (L1 +La) + (S1+ 82 +1T). (iv)
Como o triangulo ABC' é retadngulo, o Teorema de Pitdgoras nos garante que b2 -+ 2 =a’. Assim, segue de (w)
que:
T bxc
8a2+ 5 = (Ln+La) + (81 + 8 +T). (v)
- m(5) o«
Mas S; + Sy + T é a érea do semicirculo de diametro BC'; assim, S1 + Sy +T = — = §a2 e, por

(v), temos que:

b x
%+ 20_(L1+L2)+}{ff.
X

= L; + Ly e, de fato, a soma das areas das lunulas em questdo é a area do triangulo ABC.

Portanto,

Solucao elaborada pelos Moderadores do Blog.
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Um applet para ilustrar. ..




Vocé pode visualizar a construcdo das duas linulas do problema utilizando o applet abaixo.
Para isso é sO esperar o aplicativo carregar completamente e clicar sucessivamente nos
guadradinhos que irdo aparecer.

Para retornar a configuracdo inicial, clique nas setinhas que aparecem no canto superior

direito do aplicativo.

Clique AQUI para abrir o applet
OBMEP_srg, criado com o GeoGebra

Temas Graphene
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