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§3  Fungdes

Uma fungdo f: A — B consta de trés partes: um conjunto A, chamado
0 dominio da fungio (ou o conjunto onde a funcgido € definida), um con-
junto B, chamado o contradominio da fungdo, ou o conjunto onde a fungido
toma valores, € uma regra que permite associar, de modo bem determinado,

a cada elemento xe€ 4, um unico elemento f(x)e B, chamado o valor
que a fun¢do assume em x (ou no ponto x).

Usa-se a notaglio x f(x) para indicar que f faz corresponder a x
o valor f(x). .

Muitas vezes se diz a “fungdo f” em vez de “a funcio f: A — B",
Neste caso, ficam subentendidos o conjunto 4, dominio de f, e o conjunto B
contradominio de f.

Nao se deve confundir f com f(x): f ¢ a fungdo, enquanto que f(x) &
o valor que a fungfo assume num ponto x do seu dominio.

A natureza da regra que ensina como obter o valor f(x)e B quando
¢ dado xe A4 ¢ inteiramente arbitraria, sendo sujeita apenas a duas con-
digbes: '

¥

1.* Nao deve haver excecdes: a fim de que ftenha o conjunto 4 como
dominio, a regra deve fornecer f(x) para todo xe A:

2.* Néo deve haver ambigiiidades: a cada xe A, a regra deve fazer
corresponder um unico f(x) em B.

Vemos que ndo existem fungBes “plurivocas”. Pela 2* condigio,
acima, se x = y em A, entdo, f(x) = f(y) em B.

Segue-se das consideragdes acima que duas funcdes frA—-Be
g: A'— B sdo iguais se, e somente se, A = A', B = B ¢ f(x) = g(x) para
todo x € A. Ou seja, duas fungdes sio iguais quando tém o mesmo dominio,
0 mesmo contradominio ¢ a mesma regra de correspondéncia.

EXEMPLO 10. Sejam P o conjunto dos poligonos do plano, R o con-
Junto dos niimeros reais ¢ /: P— R a funciio que associa
a cada poligono x sua area f(x).

EXEMPLO 11. Sejam A = B = (). Tentemos definir uma funcio /> @ — Q,

considerando a seguinte regra: a cada ntimero x e @, fa-
¢amos corresponder o nimero f(x)@ tal que x-f(x) = 1. Esta regra
ndo define uma fungio de @ em @, pois, dado 0 e @, ndo existe nimero
racional algum y = f(0) tal que 0-y = 1. Entretanto, se escolhermos o
o conjunto 4 = Q- {0} para dominio, a mesma regra define a funcio

fi A= Q, f(x) = 1/x.

EXEMPLO 12. Sejam T o conjunto dos tridingulos do plano ¢ R* o

conjunto dos nimeros reais positivos. Considerernos a
tentativa de definir uma fungdo f: R* — T pela regra seguinte: cada
numero real x > 0 fagamos corresponder o tridngulo f(x), Ja area é x.
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Evidentemente, h4 ambigiiidades: dado um nimero real x > 0, existe
uma infinidade de tridngulos cuja area é x. A regra ndo define uma fungio.

O grafico de uma fungéo f: A — B € o subconjunto G(f) do produto
cartesiano A x B formado pelos pares ordenados (x, f(x)), onde xe 4
€ arbitrario. Ou seja,

G(f) ={(x, y)eA x B; y = f(x)}.

Segue-se da definigdo de igualdade entre fungdes que duas fungdes
sd0 iguais se, e somente se, possuem o mesmo grafico.

Para que um subconjunto G = A x B seja o grafico de uma funcio
f: A — B, € necessario ¢ suficiente que, para cada x € 4, exista um tnico
ponto (x, y)€ G cuja primeira coordenada seja x. Para fungdes f: 4 — B,
onde 4 e B sdo conjuntos de niimeros reais, esta condigfio significa que
toda paralela ao eixo das ordenadas, tracada por um ponto de A4, deve
cortar o grafico G num e num sb ponto.
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Na figura 4 esquerda temos o grafico de uma funcio
Ji A— B. A figura a direita mostra um subconjunto de
A x B que ndo pode ser grafico de uma fungiio de A em B.

Uma func@o f: 4 — B chama-se injetiva (ou biunivoca) quando, dados
X, y quaisquer em 4, f(x) = f(y) implica x = y. Em outras palavras: quando
x # Y, em A, implica f(x) # f(y), em B.

O exemplo mais simples de uma fungdo injetiva é a inclusdo i: A — B,
definida quando 4 é um subconjunto de B, pela regra i(x) = x, para todo
xe A.

Uma fun¢do f: A — B chama-se sobrejetiva (ou sobre B) quando,
para todo ye B existe pelo menos um xe A4 tal que f(x) = y.

Exemplos de fungdes sobrejetivas sédo as projecées m,: A x B— A
€ m,: A X B— B, de um produto cartesiano A x B nos fatores 4 e B,
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respectivamente. A primeira projegcdo, m,, € definida por =m,(a, b) = a,
enquanto a segunda projecdo, m,, € definida por m,(a, b) = b.

EXEMPLO 13. S¢ja f: Z —Z definida por f(x) = x% Entdo f ndo é in-

jetiva, pois f(-3) = f(3), embora -3 # 3. Tampouco f
¢ sobrejetiva, pois ndo existe xeZ tal que x* = —1. Por outro lado, se
tomarmos g: Z — Z, definida por g(x) = 3x + 1, entdo g € injetiva. De
fato, se g(x) = g(y) entdo 3x + 1 = 3y + 1, ou seja, 3x = 3y, donde x = y.
Mas g nfo é sobrejetiva, pois ndo existe um inteiro x tal que 3x + 1 = 0,
por exemplo. Finalmente, seja h: N — N definida assim: (1) =1 e, para
cada niimero natural x > 1, h(x) € o numero de fatores primos distintos
que entram na composi¢io de x. Entdo h € sobrejetiva, pois h(2) = 1,
h(6) = 2, h(30) = 3, h(210) = 4, etc. Mas € claro que h ndo ¢ injetiva. Por
exemplo, se x e y sdo dois niimeros primos quaisquer, tem-se h(x) = h(y).

EXEMPLO 14. A verificagdo de que uma fungdo € sobrejetiva implica
em demonstrar a existéncia de objetos satisfazendo certas

condigdes. Por exemplo, seja R* o conjunto dos nimeros reais positivos.
Consideremos a fungdo f: R - R*, definida por f(x) = x2 Dizer que f € so-
brejetiva significa afirmar que, para todo nimero real y > 0 existe algum
numero real x tal que y = x?, ou seja, que todo nimero real positivo y possui
uma raiz quadrada x. (Isto serd provado quando estudarmos os nimeros
reais.) Outro exemplo: seja p um polind6mio nfio constante, de coeficientes
complexos. A cada nimero complexo z associemos o valor p(z) do poli-
némio p. Isto define uma fungédo p: C — C, onde C € o conjunto dos nimeros
complexos. A afirmacdo de que p é uma fungdo sobrejetiva € equivalente
a0 chamado “Teorema Fundamental da Algebra” (um teorema de Topo-
logia, segundo o qual todo polindmio complexo ndo constante possul
pelo menos uma raiz complexa). Com efeito, admitindo que p: C—C
€ sobrejetiva, dado 0eC, deve existir algum zeC tal que p(z) =0. O
nimero z é, portanto, uma raiz de p. Reciprocamente, admitindo que
todo polindmio ndo-constante possui uma raiz complexa, provamos que
p: C— C é sobrejetiva. Com efeito, dado ceC, a fungdo z+— p(z)—c €
um polindmio ndo-constante, logo existe algum z, € C tal que p(z,) —c = 0.
Tem-se p(z,) = ¢, donde p € sobrejetiva.

Uma fungdo f: A — B chama-se bijetiva (uma bijegdo, ou uma cor-
respondéncia biunivoca) quando € injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo.

A mais simples das bijegdes € a fungio identidade id,: A — A, defi-
nida por id ,(x) = x, para todo x € A. Quando ndo houver perigo de con-
fusdo, escreveremos simplesmente id: A — A4, em vez de id .
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Por exemplo, dados arbitrariamente a, b em @, com a # 0, a fungdo
f: Q> Q, definida por f(x) =ax + b, € uma bijegdo. Com efeito, se
f(x) =f(y), isto & ax + b = ay + b entdo, somando —b a ambos 0s mem-
bros, vem ax = agy. Multiplicando ambos os membros por 1/a, obtemos
x = y. Assim, f € injetiva. Além disso, dado yeQ qualquer, o nimero
racional x = (y—b)/a € tal que ax + b =y, isto &, f(x) = y, donde f é
sobrejetiva.

Dadas uma fungdo f: A — B e uma parte X = A, chama-se imagem
de X pela fungéo f'ao conjunto f(X) formado pelos valores f(x) que fassume
nos pontos x € X. Assim

fX)={f(x); xeX} = {yeB; y = f(x), xe X}.

Evidentemente, f(X) € um subconjunto de B. Para que f: A —» B
seja sobrejetiva € necessario e suficiente que f(4) = B. Em geral, tem-se
apenas f(4) = B. O conjunto f(4) é chamado a imagem da funcdo f. As
vezes também se diz que f(A4) é o conjunto dos valores de f.

Dada uma fungdo f: 4 — B e indicando com X, Y,... subconjuntos
de A, temos

IN) f(XuY)=[(X)uf(Y),
I2) f(XnY) cf(X)nf(Y),
I3) X c Y=f(X) c f(Y),
4) f(@) =@.

Demonstremos as duas primeiras destas relagdes.

I1) Se yef(X u Y), entdo existe xe X U Y tal que f(x) = . Se xe X,
temos ye f(X). Se, porém xe€ Y, temos yef(Y). Em qualquer caso,
yef(X)uf(Y) Logo f(XuUY)c<f(X)uf(Y) Reciprocamente, seja
zef(X) U f(Y). Entdo zef(X) ou zef(Y). No primeiro caso, existe xe X
tal que z = f(x). No segundo, existe ye Y tal que z = f(y). Em qualquer
hipotese, existe we X U Y tal que z = f(w). Assim zef(X U Y), isto &,
fX)uf(Y) cf(X 0Y) Estas duas inclusdes mostram que f(X U Y) =
= f(X) v f(Y).

I2) Se yef(X nY) entdo existe xe X nY tal que f(x) = y. Entdo
x€ X e portanto yef(X) Também xeY e portanto yef(Y). Logo

yef(X) nf(Y).

EXEMPLO 15. Seja R o conjunto dos numeros reais. Definimos f: R — R
pondo f(x) = x% Entdo a imagem de f; ou seja, o con-
junto f(R), € o conjunto dos numeros reais > 0. (Aqui estamos fazendo
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uso do fato, a ser demonstrado mais adiante, de que todo nimero real
positivo possui uma raiz quadrada).

EXEMPLO 16. Seja f: A - B uma fungdo que nio é injetiva. Entdo

existem x # y em 4, com f(x) = f(y). Ponhamos X = {x}
e Y= {y}. Tem-se X n Y=, logo f(X nY) = &. Entretanto f(X) N
N f(Y) = {f(x)} ndo é vazio. Logo, neste caso, temos f(X N Y) #
# f(X) n f(Y).

Se, porém, f: A — B for injetiva, podemos provar que X N Y) =
= f(X) nf(Y) para quaisquer X, Y contidos em A.

Com efeito, dado yef(X)nf(Y), temos yef(X) e yef(Y). Logo
existem xX'e X e x"e Y com y = f(x') e y = f(x”). Como f é injetiva, deve
ser x' = x” e portanto x' € X N Y. Segue-se que y = f(x") pertencea f(X N Y),
0o que mostra ser f(X)Nf(Y) < f(X nY). Como a inclusio oposta é
sempre verdadeira, concluimos que f(X NnY) = f(X) nf(Y).

Em resumo, a fim de que se tenha f(X nY) =f(X)nf(Y) para
quaisquer X, Y contidos em A, € necessario e suficiente que a fungio
f: A — B seja injetiva. ;

Dada uma fungdo f: 4 — B, consideremos um conjunto Y < B. A
imagem inversa de Y pela fungio f¢€ o conjunto f ~*(Y), formado por todos
0os x€ A tais que f(x)e Y. Assim:

f7YY) = {xed; fx)e Y}

Note-se que pode ocorrer f~(Y) = & mesmo que Y < B seja um
subconjunto ndo-vazio. Isto se da precisamente quando YN f(4) = &,
isto €, quando Y ndo tem pontos em comum com a imagem de f. Em par-
ticular, f ndo é sobrejetiva. Dado ye B, escrevemos f~(y) em vez de
f7({y}). Pode acontecer que f ~!(y) possua mais de um elemento, pois f
pode ndo ser injetiva. '

EXEMPLO 17. Os subconjuntos do plano definidos em Geometria Ana-

litica por meio de equagdes € desigualdades sdo imagens
inversas de conjuntos. Por exemplo a reta que tem a equagdo ax + by = ¢
é o conjunto X = {(x, y)e R?; ax + by = ¢}. Consideremos a fungéo
f: R? > R, definida por f(x, y) = ax + by. Entdo a reta X é a imagem
inversa do conjunto {c} por f, ou seja, X =f"!(c). Também a circun-
feréncia cuja equagdo é x* + y* = 1 (centro na origem € raio 1) é o con-
junto C = {(x, y)eR?*; x*> + y* =1}. Tomemos a fun¢do g: R? > R,
definida por g(x, y) = x* + y% Temos C = g~ (1).
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Agora consideremos o disco D de centro na origem e raio 1.

Temos D = {(x, y)eR?*; x*> +y*<1}. Seja g: R* > R, ainda, a
fungdio definida por g(x, y) = x*> + y% Tomemos o intervalo I = [0, 1] =
= {teR; 0 <t < 1}. Entéo o disco D ¢ a imagem inversa do intervalo I
pela fungdo g: D = g~ *(I).

As imagens inversas se comportam bem relativamente as operagoes
com conjuntos. Na relagdo abaixo, Y e Z indicam subconjuntos de B.
Dada uma fungdo f: A — B, temos

Invl) (YU Z)=f"Y(Y)uf~Y(2),
Inv2) f~YYn2Z) =1 Y)nfY2),
Inv3) f7'(Y) =0/ (Y),

Invd) Y Z=f"1Y) cf~1(2),
Invs) f~1(B) = 4,

Inve) f~4(2) = &.

Vamos demonstrar as trés primeiras.

Invl) Temos xef Y (Yu Z)<=f(x)eYUZ<=f(x)e Y ou f(x)eZ <
<xef YY) ou xef " Y(Z)yxef"Y)uf1(2)

Inv2) xef " {(YnZ)ef(X)eYnZ<=f(x)eY e f(x)eZ<wxef 1 (Y)
e xef Y (Z)exef"NY)nfY(2).

Inv3) xef"'(( V)< f(x)e( Y f(x)¢ Y x¢f (V)= xelf ™ (Y)

§4 Composicao de funcodes

Sejam f: A - B e g: B— C fungdes tais que o dominio de g € igual
ao contradominio de f. Neste caso, podemos definir a fungdo composta
gof: A — C, que consiste em aplicar primeiro f e depois g. Mais preci-
samente, '

(9of)(x) = g(/(x)) para todo xe 4.

Dadas f: A = B,g: B— Ce h: C — D, vale a lei associativa (ho g)o f =
= ho(gef): A — D. Com efeito, para todo x € 4, temos:

[(ro g)o f1(x) = (ko g} f(x)) = h[g(f(x))] =
= h[(gof)(x)] = [he (g°1)](x).

Observamos que, mais geralmente, basta que a imagem f(A) da
fungido f esteja contida no dominio de g para que a defini¢do (go f)(x) =
= g(f(x)) faca sentido e fornega a fun¢do composta gof: A — C.
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Se f: A— B e g: B— C sdo injetivas entdo gof: A — C é injetiva.
Também a composta de fungdes: sobrejetivas é sobrejetiva. Em particular,
a composta de duas bije¢des € uma bijecdo. Estes fatos sdo de verificagdo
imediata.

Por outro lado, qualquer fungdo f: A — B pode ser escrita como
composta f = hof; de uma fungdo injetiva h com uma fungio sobrejetiva.
Basta considerar f;: A — f(A), definida por f,(x) =f(x), € a inclusdo
h: f(4) - B.

Também podemos escrever qualquer fungo f: 4 — B como composta
f = moF de uma func¢io sobrejetiva 7 com uma fungdo injetiva F. Basta
tomar F: A - 4 x B,onde F(x) = (x,f(x))en: 4 x B— B,com n(x,y) = y
(segunda projec¢ao).

Sejam f: A — B e g: B— C fungdes. Dado X < A4, tem-se (gof)(X) =
= g(f(X)). Se Z = C, temos (gof)""(2Z) = f g~ '(2)).

Provemos esta ultima relagdo. Para x e A4, temos:

xef g\ 2) = (X)eg (D) = g(f(x)eZ =
= (gof) ) e Z < xe(gef) (D).

A restrigdo de uma fungdo f: A - B a um subconjunto X c 4 é a
fungdo f|X: X — B, definida por (f| X)(x) = f(x) para todo x e X. Con-
siderando-se a inclusdo i: X — A4, temos f|X = foi: X — B.

Dado X < 4, se g: X —» B ¢ a restricdo de uma fungdo f: 4 —» B
ao conjunto X, diz-se também que f é uma extensdo de g. Estender uma
funcdo g: X — Bao conjunto 4 o X ¢, portanto, obter uma fungio f: 4 — B
que coincida com g em X, isto & tal que f|X = g. Evidentemente ha,
em geral, diversas extensdes da mesma fun¢io g.

Um grande nimero de problemas matematicos importantes se re-
duzem a estender uma ou varias fungdes de tal modo que as extensdes
satisfacam a certas condigdes adicionais (continuidade, analiticidade, etc.).
A fung@o que se deseja estender é chamada a “condigdo de contorno”.

Dadas as fungdes f: A » B e g: B — A, diremos que g € uma inversa
d esquerda para f quando gof=id,: A — A, ou seja, quando g(f(x)) = x
para todo x € A.

Por exemplo, sejam A o conjunto dos niimeros reais > 0 e R o con-
junto de todos os nimeros reais. Consideremos f: A — R, definida por
f(x) =x% e g: R— A, definida por g(y) = \/} se y=0c¢e g(y) =0 se
y < 0. Para todo xe 4, temos g(f(x)) = g(x?) = \/? = x. Logo gof =
= id ; e, portanto, g € uma inversa a esquerda de f. Note-se que qualquer
fungdo h: R — A, tal que h(y) = \/; para y >0, € uma inversa a es-
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querda de f. (A definicdo dos valores h(y) para y < 0 pode ser qualquer,
sem que fique afetada a igualdade ho f=1id)).

Uma fungdo f: A — B possui inversa a esquerda se, e somente se. é
injetiva.

Demonstragdo. Se f é injetiva, para cada yef(4) existe um unico xe A
tal que y = f(x). Escrevamos x = g(y). Isto define uma

fungdo g: f(4) — A tal que g(f(x)) = x para todo x e A. Completamos a
defini¢do de g: B — A pondo, por exemplo, g(y) = x, (elemento que fi-
xamos em A) para ye B—f(4). Obtemos g: B — A4 tal que gof =
Reciprocamente, se existe g: B — A tal que gof = id , entdo, dados x, X"
em 4, f(x') =f(x")= x' = g(f(x)) = g(f(x")= x", e, portanto, f & in-
jetiva.

Uma funglo g: B— A chama-se inversa a direita de uma funcio
f: A— B quando fog =id,: B — B, ou seja; quando f (g( )=y para
todo yeB.

Por exemplo, seja f: N — N definida por f(1) = 1¢,se x > 1, f(x) =
= niimero de fatores primos distintos que entram na composicio de x.
Definamos g: N — N pondo g(y) = menor niimero natural que é o pro-
duto de y fatores primos distintos. Entdo, para todo niimero natural y,
temos f(g(y)) = y. Logo fog = idy €, portanto, g é uma inversa a direita
para f. Outras fungdes h: N — N poderiam ser definidas com a proprie-
dade foh =idy. Por exemplo, poderiamos por h(y) = menor nimero
natural divisivel por 13 que é o produto de'y fatores primos distintos.

Uma fungdo f: A — B possui inversa d direita se, e somente se, é sobre-
jetiva.

Demonstragdo. Seja f: A — B sobrejetiva. Entfo, para cada ye B, o con-

junto f~%(y) ndo & vazio. Escolhamos, para cada ye B,
‘um x€e A tal que f(x) = y e ponhamos g(y) = x. Isto define uma funcio
g: B— A tal que f(g(y)) = y. Logo g € uma inversa a direita de f. Reci-
procamente, se existe g: B—» A com fog = id, entdo, para cadd yeB,
pondo x = ¢(y), temos f(x) = f(g(»)) = y. Logo f é sobrejetiva.

Uma funglo g: B —» A chama-se inversa da fungdo f: A — B quando
gof=1id, e fog =+d, ;isto é quando g é inversa esquerda e a direita
para f. |

Por exemplo, seja a um niimero racional # 0 e definamos f: Q —» Q
pondo f(x) = ax. A fungdo g: @ — Q, definida por g(x) = %, ¢ inversa de f.

Outro exemplo: dada uma fungfo arbitraria f: 4 — B, seja G(f) o
grafico de f. (Lembremos que G(f) é o subconjunto de 4 x B formado
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pelos pares ordenados (x, f(x)), onde x percorre A.) Definimos uma fungio
F: A — G(f) pondo F(x) = (x, f(x)). Seja =n: G(f) » A definida por

n(x, f(x)) = x. (Evidentemente, = = n1|G (f) € a restricdo a G(f) da pri-
meira projedo m,: A X B » A.) Entdo Fon = idg, e noF =id,, como
se vé facilmente. Portanto n é inversa de F.

Segue-se das duas proposigdes anteriores que uma fungao fiA—B
possui inversa se, ¢ somente se, ¢ uma bijegio.

Ao contrario das inversas de um s6 lado, se uma fungdo f: A —» B
possui uma inversa, ela é Unica.

Com efeito suponhamos que g: B— A € h: B — A sejam ambas in-
versas de f. Entdo h = hoidy = ho(feg) = (hof)og = id,og =g.

O leitor atento tera notado que provamos acima um pouco mais do
que enunciamos, a saber: se f possui uma inversa a esquerda, h, ¢ uma
~inversa a direita, g, entdo h = g e f tem uma inversa.

Escreveremos f ~': B — A para indicar a inversa da bijecfio f: A — B.
Evidentemente, se f: 4 — Be g: B — C sio bijecdes, tem-se (go f) ™! =

=f_1o



