UM' CURSO DE

CALCULO

Vol. 1

HAMILTON LUIZ GUIDORIZZI

Professor do Instituto de Matemética e Estatistica
da Universidade de Sdo Paulo

4° edicdo

c

EDITORA
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FUNCoOEs

2.1. FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL A VALORES REAIS
Entendemos por uma fungo fuma terna
(A, B,a—b)

onde A e B 5o dois conjuntos e a —> b, uma regra que nos permite associar a cada elemento a de
Aum dinico b de B. O conjunto A é o dominio de fe indica-se por Dg; assim A = D O conjunto
B € o contradominio de f. O tinico b de B associado ao elemento a de A ¢ indicado porf(a) (leia:
[ de a); diremos que f (a) é o valor que f assume em a ou que f(a) é o valor que f associa a a.

Uma fung@o f de dominio A e contradominio B é usualmente indicada porf:Aw> B (leia:
fde A em B).

Uma fungdo de uma varidvel real a valores reais é uma fun¢do f: A B, onde A e B sio
subconjuntos de IR. Até meng@o em contrario, s6 trataremos com fungdes de uma varidvel
real a valores reais.

Sejaf: A — Buma fungdo. O conjunto

Gr= {(x f(x)) | x €A}
denomina-se grdfico de f: assim, o grafico de fé um subconjunto do conjunto de todos os
pares ordenados (x, y) de niimeros reais. Munindo-se o plano de um sistema ortogonal de
coordenadas cartesianas, o grafico de f pode entdo ser pensado como o lugar geométrico
descrito pelo ponto (x, f (x)) quando x percorre o domfnio de .

f
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Observacao. Por simplifica¢do, deixaremos muitas vezes de explicit: o dominio e o con-
tradominio de uma fung¢io; quando tal ocorrer, ficard implicito que o contradominio é IR e
o dominio o “maior” subconjunto de IR para o qual faz sentido a regra em questao.

E usual representar uma funcgio f de uma varidvel real a valores reais e com dominio A,
simplesmente por

y=f(x),x€EA.

Neste caso, diremos que x € a varidvel independente, ey, a varidvel dependente. E usual,
ainda, dizer que y € funcéo de x.

EXEMPLO 1. Seja y = f(x), f (x) = x°. Tem-se:

b) O valor que fassume em x € f(x) = x>, Esta funcdo associa a cada real x o niimero real
fo)=2. 3 3 3

o) f(-D=CD)'=-Lf0O=0=06f1=1"=1

d) Grdficode f

Gy = {(x, y)ly=x3,xE IR}

Suponhamos x > 0; observe que, 2 medida que x cresce, y também cresce, pois y = x3,
sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x (veja: 2 = 8; 33 =27 etc.); quando x

se aproxima de zero, y se aproxima de zero mais rapidamente que x (( 1/2)3 = 1/8; (1)’3)3 =
1/27 etc.). Esta anélise d4-nos uma idéia da parte do gréfico correspondente a x > 0. Parax <
0, é s6 observar que f(—x) = —f (x).
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EXEMPLO 2. Seja fa fungio dada por f (x) = +/x. Tem-se:
a)DfZ {x€IR|lx=0}.

b) f(4)= \J4 = 2 (o valor que fassume em 4 € 2).

) f(2)=~2 =111,

d fx+3)=4x+3,x=-3.
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e) Grdfico de f

A func@o f'€ dada pela regra x — y, y = +/x. Quando x cresce, y também cresce, sendo

o crescimento de y mais lento que o de x (V4 =2, /16 =4, /64 =8 etc.); quando x se
aproxima de zero, y também se aproxima de zero, s6 que mais lentamente que x ( \,"_‘11_ = %;
N% = % etc.).
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EXEMPLO 3. Considere a fungio g dada por y = l Tem-se:
x

a)D, = {x€IR|x#0}.

b) Esta funcdo associa a cadax # 0 oreal g (x) = l

X

c) g(x+h)=
x
d) Grdfico de g

1
, XF—h.
h

Vamos olhar primeiro para x > 0; & medida que x vai aumentando, y = X vai se apro-
x
1 . :
ximando de zero (x = 10— y = TIE; x=100— y= 100 etc.); a medida que x vai se
. : 1
aproximando de zero, y = L vai se tornando cada vez maior ( x = % Py=2x=—mH

%
y=10; x = ﬁ —>y = 100 etc.). Vocg j4 deve ter uma idéia do que acontece para x < 0.
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EXEMPLO 4. Dada a fungdo f (x) = —x> + 2x, simplifique:

o f@ =0 py L&D = fO)
x=1 h
Solugdo

o SO —FO _ X +209-1_ — (=17
b | X1 %~ 1

assim
fO-fA) _
x —1

Observe: f(1) = =12 +2 = 1.

—(x—1), x #1.

b) Primeiro vamos calcular f (x + k). Temos f(x + h) = — (x + h)2 +2x+h) = - -
2xh — h* + 2x + 2h.

Entao
fx+h)— fx) _ —x*—=2xh—h? +2x+2h — (=3* + 2%)
h h
_ —2ah—h*+ 24
h
=—2x—h+2
ou seja,

fG+h) = F(x) _
h

—2% —h+ 2,.h F0.
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EXEMPLO 5. (Fungdo constante). Uma fungdo y = f(x), x € A, dada porf(x) =k, k cons-
tante, denomina-se funcdo constante.

a) f (x) = 2 € uma funcdo constante; tem-se:
1) Df = IR (ii) Grdfico de f

Gr={(x.fx)1x€ IR} = {(x,2) I x € IR}.

O gréfico de f¢é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2).

x y i

—2 2

=1 2 2 7

0 2

1 2 1¢

2 2 -

Y

-1 f
EXEMPLO 6. Seja f(x) = {—i 22 jc i 8
Tem-se:
a) Dr= IR
b) Grdfico de f
o |
f

b

Observe que (0, 1) pertence ao gréfico de f, mas (0, —1) néo.
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EXEMPLO 7. (Fungdo linear). Uma fungdo f: IR — IR dada por f (x) = ax, a constante,
denomina-se funcgdo linear; seu gréafico € a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, a):

a>0 Y Yy =ax ¥ a<
Iy DR
I
|
I
! 1
o= . -
1 x I x
1
|
1
gl
y =ax

Se a = 0, o gréfico de f coincide com o eixo Ox.

EXEMPLO 8. Esboce os graficos.

a) f(x) = 2x. b) g (x) = —2x. Ah(x)=21xl.
Solugdo

a) O gréfico de f € a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2).

y=fix)

—
J

b) O gréfico de g é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, —2).

x| y=8(x) 1

1
0 0 :
1| =2 YA
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c¢) Primeiro eliminemos o médulo

_ ) 2xsex=0
h(x)_{—-szex<0

i
=]

AR
y=2x¢ | \y=_2¢

EXEMPLO 9. (Fungao afim). Uma fungdo f: IR — IR dada por y = ax + b, a e b constan-
tes, denomina-se fincdo afim. Seu gréfico é a reta que passa pelo ponto (0, b) e € paralela a
retay = ax.

EXEMPLO 10. Esboce o graficode f(x) = lx — 11 + 2.

Solucdo

Primeiro eliminemos o médulo

_ =142 SpxE] _ x+1 sex=1
f(x)—{—(x—l)-FZ sex<1 f(x)_{—x+3 se x <1.

Agora, vamos desenhar, pontilhadas, asretasy = x + ley = —x + 3 e, em seguida, mar-
car, com trago firme, a parte que interessa de cada uma:

Y==-x+3
b Y
\\ s7¥y=x+1
Ay 3 7
* y
N 7
2}
/}\\
/‘ 1: ~
> 1 — -
’ 1 \

parax=1,f(x) =x+ 1
prrax<l1,f(x) = —x+3

Sempre que uma fungdo for dada por vdrias sentencas, vocé poderd proceder desta forma.

Um outro modo de se obter o gréfico de f ¢ o seguinte: primeiro desenhe pontilhado o
grificode y = | x |; o grificode y = | x — 1 | obtém-se do anterior transladando-o para a
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direita de uma unidade; o grafico de f obtém-se deste tltimo transladando-o para cima de

duas unidades.
\ f
y=Ixl 08 27y =1
\\ A // //

N
e T
‘--\‘- —
S I,
L "

i
1
-1 1

EXEMPLO 11. (Fungdo polinomial). Uma funcdo f: IR — IR dada por
_)‘(x)=1:10x"+4:11x"_1 t e Ty — (X TR,

onde ay # 0, a4, a,, ..., a, sdo nimeros reais fixos, denomina-se fungdo polinomial de grau
n (n € IN).

a) f(x) = x> — 4 éuma funcdo polinomial de grau 2 e seu gréfico € a pardbola

x | f(x)
2| 0 -2\ 3| 2 Iz
-2 0 | I .
0| -4 I i
1| -3 : {
w] | iy _l-
-4

O grifico de uma funcdo polinomial de grau 2 é uma pardbola com eixo de simetria
paralelo ao eixo Oy.
b) g (x) "y (x — 1)” é uma funcio polinomial do grau 3: seu grifico € obtido do gréfico de
y = x°, transladando-o uma unidade para a direita.
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ofx)= = 1éuma fungdo polinomial do grau 4; seu grafico tem o seguinte aspecto:

* Y

N>

EXEMPLO 12. (Fungdo racional). Uma funcde racional f é uma funcdo dada por

fx) = % onde p e g s@o duas funcdes polinomiais; o dominio de fé o conjunto {x € IR |
gl x
g (x) # 0}.
X+ 1

a) f(x)=

1
€ uma funcdo racional definida para todo x # 0. Como f(x) =1+ —,
X

segue que o grafico de f € obtido do graficode y = l transladando-o uma unidade para
cima (veja Ex. 3). !

x | Fx) 2L-

_________ 0 e TR

)

x2 +1

b) g(x)= ¢ uma funcdo racional com dominio {x € IR | x # 0}. Observe que

. | ; 2
gx)=x+ l A medida que | x | vai crescendo, — vai se aproximando de zero e o grafico

x x
de g vai, entdo, “encostando” na reta y = x (por cima se x > 0; por baixo se x < 0). A me-

. . . 1
dida que x se aproxima de zero, o grafico de g vai encostando na curva y = —.

X
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1 . .
c) h(x) = =15 € uma fungéo racional com dominio {x € IR | x # — 2}. O grifico de & é

obtido do graficode y = l transladando-o duas unidades para a esquerda.
x

-1 1
e

EXEMPLO 13. Determine A e B para que a terna (A, B, x — y) seja funcdo, sendo a regra
x +> y dada implicitamente pela equagio xy” = x — 1.

Solucgdo

x—"1

X

wr=x—ley==

Para se ter fungo, € preciso que a regra x —> y associe a cada x € A um tnico y € B.
Basta, entdo, tomar

x —il

A={x€IRI =0}={x€lRIx<O0oux=1}

B={y€IRly=0).
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Temos assim a fungdo f: A — B dada por

x —1

Jx) =

Observacio. A escolha de A e B acima ndo € a tinica possivel. Quais as outras possibili-
dades?

EXEMPLO 14. O conjunto H = {(x, y) € IR%I2x + 3y = 1} é grafico de fungao? Em caso
afirmativo, descreva tal fungao.

Solugao

i , segue que H € o grafico da funcdo dada por y = 1—%

2x+3y=1 y=

Notagao ) snnbolo IR? é usado para representar o conjunto de todos os pares ordenados de
ndmeros reais, IR> = ={(x y)lx,y € IR}

Observacio. Sejam H um conjunto de pares ordenadose A = {x € IR |3y € IR com (x, y)
€ H}. Entdo H ¢ gréfico de fung@o se, e somente se, para cada x em A, existe um tnico y,
com (x, y) € H.

y i yi
H I

// D

/ x x

=

E grifico de funcdo Nao € gréfico de funcio.

Antes de passarmos ao préximo exemplo, lembramos que a distdncia d entre os pontos
(xg» Yo) € (x1, y1) € definida por

d=(x — x0)% + (1 — y0)?

Veja

- ) PO

Y . :/_':} :f_y + =% pelo teorema de Pitdgoras _
0 I 2 2 2l
; =1 —yo) + (] — %)
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Pois bem, a circunferéncia de centro (a, b) e raio r (r > 0) é, por defini¢o, o lugar geo-
métrico dos pontos do plano cujas distancias a (@, b) sdo iguais a r. Assim, a equacdo da
circunferéncia de raio r e centro (a, b) é

(x—a)2+(y—b)2=r2.
EXEMPLO 15. Esboce o gréfico da fungéo f dada pela regra x —>y, onde x> + y> = 1,y = 0.
Solucao

x2+y2= ley=0=y=41-—x2. A funcdo.fé dada por

y=41-x2, —-1<x<1.

Como x* + )’2 =l — 0)2 + @y — 0)2 = 12, segue-se que X+ yz = ] é a equagdo
da circunferéncia de centro na origem e raio 1; o gréfico de f'é a parte desta circunferéncia
correspondente a y = (),

EXEMPLO 16. O conjunto H = {(x, y) € IR%1x% + y2 — 2y = 0} é gréfico de fun¢do? Por
qué?

Solugdo

Py -y=00l+y -2 +1=1ei + (y — 1)* = 1 que & a equagio da
circunferéncia de centro (0, 1) e raio 1. Temos

x2+(y—1)2=11:)y=1i121—x2.

Assim, para cada x € ]—1, 1[ existe mais de um y, com (x, y) € H; H nio é gréfico de
funcdo.




